
バンド理論



バンド理論課題 (2020/4/28)
１．

の解が になることを確認せよ。

２． Naのようなアルカリ金属の伝導帯は、自由電子モデルでは、
一原子あたり一電子を供給しているため、バンドの半分までを電子が
占めて金属的な電子構造を取っている。

Mgのようなアルカリ土類金属では、一原子あたり二電子を供給している
ため、バンドは完全に占有され、絶縁体になると予想されてしまうが、
実際には金属である。なぜか。

PowerPoint等のプレゼンテーションファイルにして提出
期限： 今日の１７：００までに

できたところまでで可
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1種類の波動関数が周期的に
並んでいる場合の解
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環状H3分子の結果は、N個の水素原子が環状に繋がっているHN分子にそのまま拡張できる。
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アルカリ金属のバンド構造

EF

EG(NFE)

Na

(-/2,0) (0,/2)

(-/2,-/2)

EF

(/2, /2)

(0,0)

1電子/バンド

一次元
二次元

三次元



Na (BCC)のフェルミ面

G: 0 0 0

H ½ -1/2 ½

N 0 0 ½

P ¼ ¼ ¼

G 0 0 0



Schrödinger方程式と
一電子Schrödinger方程式



解析力学: ハミルトン方程式
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デカルト座標

ハミルトニアン

ハミルトンの運動方程式
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デカルト座標

Newtonの運動方程式
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古典力学から量子力学へ

Δ𝑥 ⋅ Δ𝑝𝑥~ℎ

(第一)量子化：共役な物理量 𝑸, 𝑷𝑸の交換関係

𝑸𝑷𝑸 − 𝑷𝑸𝑸 = 𝒊ℏ

ො𝑥 = 𝑥, Ƹ𝑝𝑥 =
ℏ

𝑖

𝜕

𝜕𝑥

ො𝑥 = 𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑝𝑥
, Ƹ𝑝𝑥 = 𝑝𝑥

ො𝑥 Ƹ𝑝𝑥 − Ƹ𝑝𝑥 ො𝑥 = 𝑖ℏ
どちらも交換関係を満たす

Heisenbergの不確定性原理



Schrödinger方程式
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ˆ,ˆ交換関係

ハミルトニアン中の物理変数 (x, pなど)を演算子 (Q数) とみなし、
量子力学的交換関係を満たすように置き換える
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粒子の力学方程式を量子化:粒子の位置 ri に関する方程式
Eは H演算子の固有値： 全エネルギー
： | |2が電子密度分布

ixppx iixixi  ˆˆˆˆ
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Schrödinger方程式

𝐻Ψ 𝐫, 𝑡 = 𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
Ψ 𝐫, 𝑡



一電子Schrödinger方程式

   rr  EH

・i: 一電子方程式の固有値
・i: 一電子方程式の固有ベクトル

物理的意味は？

       NN rrrr  2211変数分離

   iihH rr 

   iiih rr   一電子Schrödinger方程式

Schrödinger方程式

 r

波動関数

E

全エネルギー
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3. Schrödinger方程式と密度汎関数理論
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Hartree-Fock (HF) 方程式 (一電子Schrödinger方程式)

Kohn-Sham方程式 (密度汎関数法, DFT: Density Functional Theory) 

•数式表現は似ている
・Schrödinger方程式:

1. 古典的なハミルトニアンを量子化
2. 各電子の座標 rl に関する方程式
3. (HF近似) エネルギー固有値はイオン化ポテンシャル

・密度汎関数法:

1. Hohenberg-Kohn定理（電子密度で系の基底状態が決まる)

2. 空間座標 r （電子密度 (r)の汎関数）だけに依存。
3. エネルギー固有値は軌道の化学ポテンシャル

p.133



一電子 Hartree-Fock方程式
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Pauliの排他律: 電子の奇数回の入替えに対する波動関数の反対称性

Pauliの排他律を考慮した一電子Schrödinger方程式
一電子Hartree-Fock方程式

・交換ポテンシャルの計算が四中心積分
特に固体の計算では問題
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重要な近似:基底関数の一次結合



原子価結合法と分子軌道法
水素分子を例に:

水素原子核: A, B

電子 :1, 2

A,Bによる波動関数: A, B

)1()2()2()1()2,1( 21cov BABA cc  

原子価結合法:共有結合
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分子軌道法

一電子軌道:
21)2,1(  

)()()( 21 rrr BAi cc  

  
 )2()1()2()1()2()1()2()1(2

)2()2()1()1(2)2,1(

BBAAABBA

BABA









共有結合 イオン結合



配置間相互作用法
原子価結合法:共有結合

 )1()2()2()1(2)2,1( 2/1

cov BABA   



分子軌道法

  
 )2()1()2()1()2()1()2()1(2

)2()2()1()1(2)2,1(

BBAAABBA

BABA









配置間相互作用 (Configuration Interaction: CI法)

 )1()2()2()1(2)2,1( 2/1

BAAAion   



)2,1()2,1()2,1( covcov  
 ionioncc 

共有結合 イオン結合

問題点: イオン結合が入っていない

問題点: A, Bが無限に離れても
イオン結合の状態が必ず50%含まれる (原子に戻らない)



重要な近似法:関数の一次結合

完全基底系： 任意の関数は完全基底系の関数の一次結合に展開できる
例:任意の三次元ベクトル rは基底ベクトルa, b, cを使って

r = Caa + Cbb + Ccc と表せる
例: フーリエ変換:任意の関数 f(x)は基底関数 eikx を使って

と表せる

完全基底系で展開できない場合は、近似となる:

正確な波動関数 Ψをある関数群 (何でもいい) unの一次結合で近似する
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un:基底関数
平面波 : Plain Wave (PW)

原子の波動関数 : Atomic Orbital (AO)

Gauss型 : Gaussian-type Orbital (GTO)

Slater型 (指数関数): Slater-type Orbital (STO)

一電子波動関数、基底状態の波動関数、など

 dkikxkcxf )exp()()(



変分法: Roothaan-Hall方程式
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正確な波動関数Ψを基底関数 unの一次結合であらわす

変分原理により、エネルギーの期待値を係数CnあるいはCm*で最小化

リッツの変分原理：
任意の波動関数 に対するハミルトニアン Hの期待値 <H>は
基底状態のエネルギー固有値 E0よりも大きいか等しい

0|/ EHH  

量子計算の方程式は多くの場合、固有値問題に帰着する



Roothaan-Hall方程式
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Fock matrix
非対角成分:共鳴積分 (resonance matrix)

移送積分 (transfer matrix)

重なり積分(overlap integral)

SCHC E



水素分子 H2

H2

nmnmS 重なり積分を無視
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水素分子の電子構造
真空準位=0V

1s 1s

水素原子A 水素原子B

1s *

1s 電
子
の
エ
ネ
ル
ギ
ー

水素原子A 水素原子B
水素原子A 水素原子B

原子が近づくと・・・

結合軌道

反結合軌道

)()( BA  

)()(* BA  

)(A )(B

)(A )(B



バンド理論: Tight-bindingアプローチ



固体物理の問題
結晶中には原子・電子が詰まっている。
なぜ、電子が散乱されずに移動できるのか

回答：バンド理論 （Blochの定理）

アモルファス半導体研究の初期の疑問
Blochの定理
・電子が散乱されずに移動できるのは、完全周期系に限られる

金属電子論
・バンドギャップはBZ端において進行波と反射波が
定在波を作るために生じる

・なぜアモルファス物質でバンドギャップが生じるか？

・なぜアモルファス半導体で電子伝導が起こるか？

・アモルファス半導体では有効質量の概念はナンセンスか？

・高移動度のアモルファス半導体は存在するか？



水素分子H3

H3
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簡単に手計算で解く: 対称適合化軌道
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環状水素分子H3

H3
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直線状

環状
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環状H3分子の解

直線状H3分子のエネルギー準位

121 2- hs s1 121 2 hs 

||2 121 hs  121 hs  121 hs 

環状H
3
分子のエネルギー準位

s1 s1

121 2 hs 

121 2- hs

s1

N = 3

a:原子間距離
l: 0~2の整数l
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1種類の波動関数が周期的に
並んでいる場合の解
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環状H3分子の結果は、N個の水素原子が環状に繋がっているHN分子にそのまま拡張できる。
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jax j  j, l: 0 ~ N – 1の整数



1種類の波動関数が周期的に
並んでいる場合 (HN分子)の解
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124 hバンド幅



Blochの定理
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#14,15 E1g –9.653 eV

k = 1/(3d)

#16,17 E2u 0.555 eV

k = 1/(2d)

#11 A2u –13.381 eV

k = 0 (点)

ベンゼン(C6H6)の波動関数とBlochの定理

#18 B1g 2.978 eV

k = 1/(d)



点 (k = 0)： 結合性

BZ境界：反結合性

任意のk  0：
1/kに比例する数(2/ka)の
単位格子を考慮している

  
j

jjjlkl xxuxik )(exp

波数ベクトルと結晶軌道

Blochの定理



X

一次元水素結晶の電子密度
a=0.74, b=c=14.8 Å 1/2a=0.676 Å-1

HOMO-k1 (0,0,0): 0

HOMO-k5 (0.0976): .132

HOMO-k8 (0.1707): .231

HOMO-k10 (0.21951): .297

LUMO-k15 (0.341463): .46

LUMO-k21 (0.487805): 0.66
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波数ベクトルと電子密度

異なる波数 kをもつ電子密度は異なる

Naの最高部分占有バンド



a

b

 : k = (0, 0, 0)

exp(ikr) = 1: どの単位格子の位相も同じ

X: k = ( /a, 0, 0) [波数単位]

(, 0, 0)    [位相単位]

(1/2, 0, 0) [逆格子定数単位 (2/a, 2/b, 2/c)]

exp(ikr) = exp[i(nx)]: nx が奇数の時反転

Y: k = (0, 1/2, 0)

exp(ikr) = exp[i(nx)]: ny が奇数の時反転
M: k = (1/2, 1/2, 0) 

exp(ikr) = exp[i(nx+ny)]: nx+nyが奇数の時反転

+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ - + -

+ - + -

+ - + -

+ - + -

+ - + -

- + - +

+ - + -

- + - +

+ + + +

- - - -

+ + + +

- - - -

Blochのkベクトルの意味



a

b

x : k = (1/4, 0, 0) [in (2/a, 2/b, 2/c)]

exp(ikr) = exp[i(nx/2)]: a方向に4周期で位相が戻る

x : k = (1/3, 0, 0)

exp(ikr) = exp[i(nx/3)]: a方向に3周期で位相が戻る

+ 1/4 - 3/4 +

+ 1/4 - 3/4 +

+ 1/3 2/3 4/3+

+ 1/3 2/3 4/3+

Blochのkベクトルの意味

点 (k = 0)： 結合性

BZ境界：反結合性

任意のk  0：
1/kに比例する数(2/ka)の
単位格子を考慮している



k = (5/4, 0, 0)
+ 5/4 10/4 15/4 20/4

k = (1/4, 0, 0)
+ 1/4 1/2 3/4 +

k = (1/7, 0, 0)
+ 1/7 2/7 3/7 4/7 +6/75/7

k = (8/7, 0, 0)
+ 8/7 16/7 24/7 32/7 +48/740/7

k’ = k + Ghkl： 第一B.Z.への還元ゾーン表示を可能にする

k (逆格子単位)で整数を加えても波動関数 (Bloch関数)は変わらない

数学的には ‘隣接単位格子の間?’に 1/7~7/7の位相があるが・・・
=>実際には存在しないので無意味

逆格子ベクトルGhklの周期性



Blochの定理

𝜙𝑘 𝑥 = σ𝑗=0
𝑁−1𝜑 𝑥 − 𝑥𝑗 exp 𝑖𝑘𝑥𝑗

𝑥𝑗 = 𝑗𝑎 j: 0 ~ N – 1の整数

n: 任意の整数

𝜙
𝑘+

2𝜋

𝑎
𝑛
𝑥 = σ𝜑 𝑥 − 𝑥𝑗 exp 𝑖 𝑘 +

2𝜋

𝑎
𝑛 𝑥𝑗

φ 𝑥 − 𝑥𝑗 の周期性 φ 𝑥 = φ 𝑥 + 𝑛𝑎 から、 𝑥 → 𝑥 + 𝑗𝑎に置きかえる

𝝓
𝒌+

𝟐𝝅

𝒂
𝒏
𝒙 = σ𝜑 𝑥 − 𝑥𝑗 exp 𝑖 𝑘𝑥𝑗 +

2𝜋

𝑎
𝑎𝑛𝑗

= σ𝜑 𝑥 − 𝑥𝑗 exp 𝑘𝑥𝑗
= 𝝓𝒌 𝒙

Bloch関数、E(k)は逆格子周期
𝟐𝛑

𝐚
の周期をもつ
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E(k)の表し方： ブリルアンゾーン
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第一BZ第二BZ 第二BZ 第三BZ

還元ゾーン表示

拡張ゾーン表示



自由電子近似



自由電子 (空格子)バンド

0

1

2

3

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

還元ゾーン表示
1st BZB

0

1

2

3

-0.5 0 0.5

k (in 2/a) kBloch (in 2/a)

kabs = 1/2

kabs = 1

kabs = 1.2

拡張ゾーン表示 2nd BZB

BZの併進対称性

BZの併進対称性

Blochの波数: kBloch

実際の波数 : kabs
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(拡がった)バンド構造は
自由電子として理解できる: Siの例
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VASP, PBE96, Conventional cell 自由電子モデル
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平面波法
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  )(exp)( rrkrk hklhkluCi

一次結合の基底関数として平面波を使う

 rGr hkl  iuhkl exp)(

波数 Ghklの平面波は格子周期の関数の完全基底系:

すべての hklについて和を取れば、完全に正しい解になる
=>実際の計算では |Ghkl| < Gmaxの範囲で近似する
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実際の計算のほとんどがポテンシャルのフーリエ変換
=> GPUで高速化が容易


