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講義予定 MAT.C203火・金 15:25~17:05
授業 10月 2日(月) ～ 11月27日(月) 10月31日(火) 金曜の授業を行う。
10月27日(金)，28日(土)，30日(月) 工大祭(準備・片付け含む)のため授業休み 11月22日(水)、 11月28日(火) ～ 12月45日(月) 期末試験・補講

第01回 10/4 熱力学の復習 (神谷)

第02回 10/8 熱力学の復習、気体分子運動論Maxwell分布 (神谷)

第03回 10/11  Maxwell分布、古典統計力学の基礎 I (位相空間、等確率の原理) (神谷)

休講 10/15

第04回 10/18 古典統計力学の基礎 II (微視的状態の数、Boltzmann分布) (神谷)

第05回 10/22 古典統計力学の基礎 III (Gibbsのパラドックス、正準理論)、

  古典統計力学の応用、古典統計力学の問題 (神谷)

第06回 10/25 大正準理論、量子統計力学の等確率の原理、量子統計分布関数 (神谷)

第07回 10/29 量子統計分布関数＋全体質問 (神谷)

第08回 11/1    統計分布の復習 (伊澤)

授業休み 11/5 (工大祭準備)

第09回 11/8 固体の比熱 (伊澤)

第10回 11/12 理想Bose気体、光子と熱輻射 (伊澤)

第11回 11/15 理想Fermi期待、金属中の電子 (伊澤)

休講 11/19

第12回 11/22 半導体中の電子、Fermi準位、ドーピング (伊澤)

第13回 11/26 相転移+復習 (伊澤)

第14回 12/3 試験



前半の出題範囲
講義資料ダウンロード: http://conf.msl.titech.ac.jp/Lecture/StatisticsC/index.html

・ 出題範囲は基本的に教科書の範囲

・基本的な考え方の理解を重視

・数式展開を暗記しないといけない問題は出さない。

・ ただし、基本的な考え方に必要な数式、たとえば

W、Stirlingの式、Boltzmannの原理、統計分布関数の形と使い方、

は出題範囲。

・公式を覚えていないとわからない (不定)積分などは試験問題中で与える

統計力学(C)前半の習得目標

・統計分布関数の考え方:等確率の原理、最大配置数
位相空間、小正準集団、正準集団、大正準集団

・統計力学の問題の解き方：統計分布関数、分配関数の使い方
自由エネルギー

・ エネルギー等分配則



授業学修アンケート
T2SCHOLAR



べき乗を含む指数関数の積分: Γ関数
べき乗と指数関数含む積分のやり方:微分可能なパラメータ aを利用する
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Γ関数 Γ 𝑠 = 0
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Gauss関数の積分
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Gauss積分 𝑰 = ∞−
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統計力学

微視理論から多粒子のマクロ状態を統計的に説明する

1.自由エネルギー U, H, F, Gを
       微視変数で表現する

物性を計算できる

2.自由エネルギー U, H, F, Gを
       巨視変数 T, P, V, Sで表現する

熱力学と対応させられる



統計力学: 時間平均を取ることの問題

測定値:全ての粒子の運動 r(t)の時間平均

r(t)を求めるために:全ての粒子に関する運動方程式を解く

問題: NA ~ 1023個の粒子の方程式を正確に解くことはできない



統計力学:統計平均へ

問題: NA ~ 1023個の粒子の方程式を正確に解くことはできない

個々の粒子の運動を理解することはあきらめ、統計的に取り扱う
・ 系の時間変化は調べない

・異なる状態 Xの系を集めた統計母集団「アンサンブル」の
確率分布を求める:統計分布関数 f(X)

物性 Pの統計平均値 (期待値) 𝑷 =
σ𝑿 𝑷 𝑿 𝒇 𝑿

σ𝑿 𝒇 𝑿

が実験で観測されるとする



統計力学:アンサンブルの変数

異なる状態 Xの系を集めた統計母集団「アンサンブル」が

現れる確率分布を求める

系の状態を記述する微視的な変数 Xは何か

経験的に、それぞれの粒子の座標、運動量 ri, Pi



なぜ運動量 ri, Piなのか: １つの説明

運動方程式: 𝑚𝑖
𝑑2𝒓𝒊(𝑡)

𝑑𝑡2 = 𝑭𝒊

2次微分方程式なので、一般解 𝒓𝒊(𝑡)のそれぞれの成分 𝑥𝑖 𝑡 , 𝑦𝑖(𝑡), 𝑧𝑖(𝑡)は、
それぞれ ２つずつの積分定数を決めれば、運動は一意的に決まる

  (１粒子当たり６つの積分定数）

つまり： N粒子系の自由度は 6N

＊riだけではすべての状態を記述できない

＊たとえば ri, viですべての状態を記述できる
ri, piでもよい:{ri, Pi}を独立変数とする空間 「位相空間」を考える

＊加速度を加えて ri, vi, ai とすると、このうち 3N個の変数は独立ではない



統計力学: これから学ぶ方法

{ri, Pi}で表される状態の場合の数 (配置数)を考え、
最も出やすい分布として統計分布関数を求める

実は、空間の対称性と関数の制約条件だけから
統計分布関数を求められる



統計力学にも、基礎方程式に依存しない普遍性がある

状態Xが現れる確率は
Newtonの運動方程式を使うか、

相対性理論の運動方程式を使うか、

量子力学を使うかに依存しない

系の全エネルギー E(X)だけで決まる

 𝑷 𝒆 = 𝐞𝐱𝐩 −
𝑬(𝑿)

𝒌𝑩𝑻
/ σ𝑿 𝐞𝐱𝐩 −

𝑬(𝑿)

𝒌𝑩𝑻

  正準理論 (canonical theory)



「100人を部屋に集めてお金をランダムな相手に
渡し続ける」とだんだんと貧富の差が生まれる

100ドルを持った100人を1つの部屋に集めて、それぞれ無作為に選ばれた人に1ド
ルを渡したらどうなるか。
＝＞お金を渡す機会が増えれば増えるほど偏り、つまりは貧富の差が生まれる。

2017/9/11 Gigazine

http://gigazine.net/news/20170711-random-people-give-money-to-random-other-people/

５１回 １２３３回 ４９４４回

$45を持った45人でスタートした例:



「100人を部屋に集めてお金をランダムな相手に
渡し続ける」とだんだんと貧富の差が生まれる

Pythonプログラム: randomtrade.py

http://conf.msl.titech.ac.jp/Lecture/StatisticsC/index.html

pythonのインストール (英語):

http://conf.msl.titech.ac.jp/Lecture/python/InstallPython/InstallPython.html

使い方:引数無しで python randomtrade.py を実行すると、Usageを表示
python randomtrade.py npersons value(average) vtrade n(maxiteration) n(plotinterval) n(distribution func)

使用例: python randomtrade.py 200 50 1 10000 100 21
200人が、最初に50ドルずつもっていて、1ドルずつ交換を10000回行う。
100サイクルごとにグラフを更新。
分布関数の横軸は、value(average)の10倍の範囲を21分割する。

実行例: python randomtrade.py 2000 50 1 100000 100 21

上段:それぞれの保有金額
中段:保有金額順に並べ替えた結果
下段:青線 金額に関する分布関数。

赤線 総数がnpersons、
平均所有額 mが value(average)になる
指数関数分布曲線 f(m) = Aexp(-bm)

    b = 1 / <m>

    A = Nb

右図は、4400回の交換サイクル終了時の結果
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物質中の粒子も同じ: Boltzmann分布
「N人が全財産 Mtot を分け合います。
それぞれが出会うたびに小さな金額 Δmを交換していくと、
最後にはどのような財産分布になるでしょうか？」

「N個の粒子が全エネルギー Etotを分け合います。
電子が衝突するたびに小さなエネルギー Δeを交換していくと、
最後にはどのようなエネルギー分布になるでしょうか？」
温度 Tはエネルギー平均 <e> と等価： <e> = kBT

「温度 Tにおいて、エネルギー eを持つ電子はどれくらいの割合いるのだろうか？」
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無記憶性をもつ確率分布は指数関数になる
参考: https://www.met-sp.jp/characterization-of-exponential-distribution-via-memorylessness/

無記憶性の数学的表現: Xを確率変数、s, t > 0とするとき、

P(X > s + t | X > t) = P(X > t)

を満たすときに、無記憶性を持つという。

P(A)は事象Aが起こる確率 P(B|A)は、事象Aが起こった場合に事象Bが起こる条件付確率。

つまり、時刻 t以降のある時の確率 P(X > t)が、それよりも未来の確率 P(X > s + t| X > t)に等しい

この場合、

P(X > s + t ) = P(X > t)P(X > s), f(x + y) = f(x)f(y)

が導出される ＝＞ f(x)は指数関数に限られる

注意:統計力学の対象は無記憶性をもつか？

・因果律を考えれば、過去の履歴を反映するので無記憶性を満たさない

・統計力学ではアンサンブル平均を議論しているので無機億性が現れる



【重要】 統計分布関数:前半で一番重要なこと

𝒇𝑴𝑩 𝑬 = 𝐞𝐱𝐩 −
𝑬 − 𝝁

𝒌𝑩𝑻

𝒇𝑭𝑫 𝑬 =
𝟏

𝐞𝐱𝐩 𝑬 − 𝝁 /𝒌𝑩𝑻 + 𝟏

𝒇𝑩𝑬 𝑬 =
𝟏

𝐞𝐱𝐩 𝑬 − 𝝁 /𝒌𝑩𝑻 − 𝟏



統計分布関数を異なる考え方で順次導出していく

1.仮定:空間の対称性だけ
自由理想気体、外部ポテンシャルなし (一様)

       𝒆𝒊 =
𝟏

𝟐
𝒎𝒗𝒊

𝟐

2.仮定:可能な配置数が最大になる状態が観測される
自由理想気体、外部ポテンシャルあり

      𝒆𝒊 =
𝟏

𝟐
𝒎𝒗𝒊

𝟐 + 𝑼(𝒓𝒊)

3.仮定:全系の全エネルギーが一定 (正準理論)

粒子間に相互作用がある一般の場合にも適用可能

       𝑬 = σ𝒊
𝟏

𝟐
𝒎𝒗𝒊

𝟐 + σ𝒊,𝒋 𝑼𝒊,𝒋(𝒓𝟏, 𝒓𝟐, ⋯ , 𝒓𝑵)



統計分布関数を異なる考え方で順次導出していく

1.仮定:空間の対称性だけ
自由理想気体、外部ポテンシャルなし (一様)

       𝒆𝒊 =
𝟏

𝟐
𝒎𝒗𝒊

𝟐

2.仮定:可能な配置数が最大になる状態が観測される
自由理想気体、外部ポテンシャルあり

       𝒆𝒊 =
𝟏

𝟐
𝒎𝒗𝒊

𝟐 + 𝑼(𝒓𝒊)

3.仮定:全系の全エネルギーが一定 (正準理論)

粒子間に相互作用がある一般の場合にも適用可能

       𝑬 = σ𝒊
𝟏

𝟐
𝒎𝒗𝒊

𝟐 + σ𝒊,𝒋 𝑼𝒊,𝒋(𝒓𝟏, 𝒓𝟐, ⋯ , 𝒓𝑵)



第2回 §3 気体分子運動論

理想気体の状態方程式を分子運動から説明

• 気体の速度分布
• マクスウェルの仮定

• 気体の圧力

• マクスウェルの速度分布則
• ボルツマン定数
• 速さの分布

• 各種の平均値
• ガンマ関数
• エネルギー等分配則
• 熱速度

• 理想気体の内部エネルギー
• 比熱比

• 位相空間における分布関数

• ボルツマン方程式

熱力学

気体
(𝑝, 𝑉, 𝑇)

分子運動論

𝑄 𝑊

状態方程式の理由・内部エネルギー
の起源は考えない

分子の運動量・運動エネルギーと温
度・圧力の関係

𝑈, 𝑆, 𝐹, 𝐺

http://www.ravco.jp/cat/view.php?cat_id=4825



マクスウェルの仮定
仮定1: 独立性: 分子の3方向 𝒗𝒙, 𝒗𝒚, 𝒗𝒛 の速度成分は互いに独立

独立事象の確率: 𝒇 𝒗𝒙, 𝒗𝒚, 𝒗𝒛 = 𝒈 𝒗𝒙 𝒈′ 𝒗𝒚 𝒈′′ 𝒗𝒛 (3.6’)

仮定1’: 等方性: 分子の3方向 𝒗𝒙, 𝒗𝒚, 𝒗𝒛 の速度分布関数は同じ

𝒈 𝒗 = 𝒈′ 𝒗 = 𝒈′′ 𝒗     (3.6’’)

仮定2: 回転対称性: 系を回転させても結果は変わらない。
f は座標系の角度 (θ, φ) に依存せず、|v|だけの関数になる。

あとの都合があるので、変数を𝒗𝟐, 𝒗𝒙
𝟐, 𝒗𝒚

𝟐, 𝒗𝒛
𝟐とする。

𝒇 𝒗𝟐 = 𝒗𝒙
𝟐 + 𝒗𝒚

𝟐 + 𝒗𝒛
𝟐 = 𝒈 𝒗𝒙

𝟐 𝒈 𝒗𝒚
𝟐 𝒈 𝒗𝒛

𝟐  (3.7’)



マクスウェルの仮定: 方程式を解く
𝒇 𝒗𝒙, 𝒗𝒚, 𝒗𝒛 = 𝒈 𝒗𝒙 𝒈′ 𝒗𝒚 𝒈′′ 𝒗𝒛   (3.6’)

𝒈 𝒗 = 𝒈′ 𝒗 = 𝒈′′ 𝒗    (3.6’’)

𝒇 𝒗𝟐 = 𝒗𝒙
𝟐 + 𝒗𝒚

𝟐 + 𝒗𝒛
𝟐 = 𝒈 𝒗𝒙

𝟐 𝒈 𝒗𝒚
𝟐 𝒈 𝒗𝒛

𝟐  (3.7’)

この条件だけから f に関する微分方程式を導出できる

𝑣𝑦 = 𝑣𝑧 = 0, 𝑔 0 = 𝑎を代入: 𝑓 𝑣𝑥
2 = 𝑎2𝑔 𝑣𝑥

2

∴ 𝑔 𝑣𝑥
2 = 𝑎−2𝑓 𝑣𝑥

2

同様に
𝑔 𝑣𝑦

2 = 𝑎−2𝑓 𝑣𝑦
2 (𝑣𝑧 = 𝑣𝑥 = 0)

𝑔 𝑣𝑧
2 = 𝑎−2𝑓 𝑣𝑧

2 (𝑣𝑥 = 𝑣𝑦 = 0)

∴ 𝑓 𝑣2 = 𝑎−6𝑓 𝑣𝑥
2 𝑓 𝑣𝑦

2 𝑓 𝑣𝑧
2

変数変換 𝑣𝑥
2 = 𝜉, 𝑣𝑦

2 = 𝜂, 𝑣𝑧
2 = 𝜁, 𝑣2 = 𝜉 + 𝜂 + 𝜁

𝑓 𝜉 + 𝜂 + 𝜁 = 𝑎−6𝑓 𝜉 𝑓 𝜂 𝑓 𝜁   (3.8)



マクスウェルの仮定: 方程式を解く
𝑓 𝜉 + 𝜂 + 𝜁 = 𝑎−6𝑓 𝜉 𝑓 𝜂 𝑓 𝜁   (3.8)

𝜉 = 𝜂 = 𝜁 = 0を(3.8)に代入
𝑓 0 = 𝑎−6𝑓 0 𝑓 0 𝑓 0  ∴ 𝑎3 = 𝑓 0

𝜉, 𝜁一定とし、(3.8)の両辺を𝜂で2階微分
𝑓′′ 𝜉 + 𝜂 + 𝜁 = 𝑎−6𝑓 𝜉 𝑓′′ 𝜂 𝑓 𝜁

𝜂 = ζ = 0とすると (2階微分方程式に変換)

𝑓′′ 𝜉 = 𝑎−6𝑓 𝜉 𝑓′′ 0 𝑓 0

(3.8)から
𝑓 0 = 𝑎−6𝑓 0 𝑓 0 𝑓 0 ⇒ 𝑓 0 = 𝛼3

∴ 𝑓′′ 𝜉 = 𝑎−3𝑓′′ 0 𝑓 𝜉



マクスウェルの仮定: 方程式の解
∴ 𝑓′′ 𝜉 = 𝑎−3𝑓′′ 0 𝑓 𝜉  

• 𝑎−3𝑓′′ 0 ＜0の場合、−𝛽2= 𝑎−3𝑓′′ 0 と置くと
𝑓′′ 𝜉 = −𝛽2𝑓 𝜉

微分方程式を解くと
𝑓 𝜉 = 𝐴 sin 𝛽𝜉 + 𝜃 : 𝑓が負になることはないので物理的に意味がない

• 𝑎−3𝑓′′ 0 > 0の場合、𝛼2 = 𝑎−3𝑓′′ 0 と置くと
𝑓′′ 𝜉 = 𝛼2𝑓 𝜉  (3.9)

微分方程式を解いて

𝑓 𝜉 = ൝𝐴𝑒𝛼𝜉 𝜉 → ∞で∞に発散してしまうので除外

𝐴𝑒−𝛼𝜉  
(3.10)

 ∴ 𝒇 𝒗𝟐 = 𝑨𝒆−𝜶𝒗𝟐



マクスウェル分布の導出: まとめ
仮定2:回転対称:分布関数は𝑣2の関数𝑓 𝑣2

𝑣2 = 𝑣𝑥
2 + 𝑣𝑦

2 + 𝑣𝑧
2   𝑓 𝑣2 の変数は独立成分の和

𝑣𝑥
2 = 𝑣𝑦

2 = 𝑣𝑧
2

仮定1:分子の3方向 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 の速度成分は互いに独立、等方的。
𝑓 𝑣2 = 𝑣𝑥

2 + 𝑣𝑦
2 +  𝑣𝑧

2 = 𝑔 𝑣𝑥
2 𝑔 𝑣𝑦

2 𝑔 𝑣𝑧
2  同じ関数の積

位置が𝒓~𝒓 + 𝑑𝒓,速度が𝒗~𝒗 + 𝑑𝒗の分子の数は

𝑓 𝑣2 𝑑𝒓𝑑𝒗 = 𝐴exp −𝛼𝑣2  𝑑𝒓𝑑𝒗   (3.11)

𝑑𝒓 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (dr: ベクトル dr が作る平行六面体の体積)

𝑑𝒗 = 𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧     (3.12)

以降、𝑓 𝑣2 の代わりに𝑓 𝑣 とあらわす:

𝑓 𝑣 𝑑𝒓𝑑𝒗 = 𝐴exp −𝛼𝑣2  𝑑𝒓𝑑𝒗    (3.11)

「変数の和が関数の積になる」という
条件から指数関数が出てくる 一般化、抽象化: 正準理論



Aと𝜶の決定: 数密度 (規格化条件)

注意: 統計分布関数はもともと 𝒓, 𝒗 の関数 𝑓 𝒓, 𝒗 だが、
Maxwell分布の場合は𝒓 によらないので

 𝒗 だけの関数 𝑓 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 のように書いている

そのため、全粒子数 𝑁 は座標についても積分する必要があり、

𝑁 = ∞−

∞
𝑓 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧   (3.4)

で計算される。

∞−

∞
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝑉 を使って

𝑁 = 𝑉 ∞−

∞
𝑓 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧     (3.13)



Aと𝜶の決定: 数密度 (規格化条件)

𝑓 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 = 𝑓 𝑣 = 𝐴𝑒−𝛼𝑣2
    (3.10)

より

𝑁 = 𝑉 ∞−

∞
𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧𝐴𝑒−𝛼𝑣2

    (3.13)

= 𝑉𝐴 ∞−

∞
𝑑𝑣𝑥𝑒−𝛼𝑣𝑥

2
𝑑𝑣𝑦𝑒−𝛼𝑣𝑦

2
𝑑𝑣𝑧𝑒−𝛼𝑣𝑧

2

= 𝑉𝐴 ∞−

∞
𝑑𝑣𝑥exp −𝛼𝑣𝑥

2
3

ガウス積分の公式: ∞−

∞
𝑑𝑥 exp −𝛼𝑥2 =

𝜋

𝛼

1

2
 𝛼 > 0 (3.14)

から、

𝑵

𝑽
= 𝐀

𝝅

𝜶

𝟑

𝟐
(3.15,16)  ⇒ 𝑨と𝜶の条件式



Aと𝜶の決定: 圧力
• 面直速度𝑣𝑥をもつ分子が単位時間中に壁に衝突する条件

• 速度𝑣𝑥 > 0

• 単位時間後の𝑥位置:−𝑥0 + 𝑣𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑥0 ≤ 𝑣𝑥

体積 𝑑𝑉 = 𝑣𝑥𝑑𝑆 の微小体積体内の分子が壁に衝突
速度𝒗を持つ分子数は

𝑓 𝒗 𝑑𝒓𝑑𝒗 =dV 𝑓 𝒗 𝑑𝒗 = 𝑑𝑉𝐴exp −𝛼𝑣2  𝑑𝒗

= 𝑨𝒗𝒙𝒅𝑺𝐞𝐱𝐩 −𝜶𝒗𝟐  𝒅𝒗 (3.17)

• 弾性衝突

𝑣𝑥
′ = −𝑣𝑥  𝑣𝑦

′ = 𝑣𝑦  𝑣𝑧
′ = 𝑣𝑧

• 分子一個が壁に当たって弾性衝突する際の運動量変化

∆𝑃 = 𝑚𝑣𝑥
′ − 𝑚𝑣𝑥 = −2𝑚𝑣𝑥

𝑥

𝑧
𝑦

𝒗

𝑑𝑆

𝑥

0

𝑥0

𝒗

𝒗′

𝑥
容器



Aと𝜶の決定: 圧力
単位時間における全運動量の変化

𝑑𝑃/𝑑𝑡 = −2𝑚𝐴𝑑𝑆 0

∞
𝑑𝑣𝑥 ∞−

∞
𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧𝑣𝑥

2exp −𝛼𝑣2

        𝑝 = −
𝑑𝐹

𝑑𝑆
= −

𝑑(𝑑𝑃/𝑑𝑡)

𝑑𝑆
 

= 2𝑚𝐴 0

∞
𝑑𝑣𝑥𝑣𝑥

2exp −𝛼𝑣𝑥
2 ∞−

∞
𝑑𝑣𝑦exp −𝛼𝑣𝑦

2 ∞−

∞
𝑑𝑣𝑧exp −𝛼𝑣𝑧

2

            = 2𝑚𝐴 0

∞
𝑑𝑣𝑥𝑣𝑥

2exp −𝛼𝑣𝑥
2 ∞−

∞
𝑑𝑣𝑦exp −𝛼𝑣𝑦

2 2
  (3.19)

0

∞
𝑑𝑥 𝑥2exp −𝛼𝑥2 = −

𝑑

𝑑𝛼
0

∞
𝑑𝑥 exp −𝛼𝑥2 = −

𝑑

𝑑𝛼

1

2

𝜋

𝛼

1

2
=

1

4

𝜋1/2

𝛼3/2 (3.20)

を使うと

𝑝 =
𝑚𝐴

2𝛼

𝜋

𝛼

3/2
      (3.21)

𝑁

𝑉
= 𝐴(𝜋/𝛼)3/2 (3.15)から、

𝑝 =
𝑁

𝑉

𝑚

2𝛼
       (3.22)



Aと𝜶の決定: 理想気体と対応させる

𝑝 =
𝑁

𝑉

𝑚

2𝛼
      (3.22)

に 1モルの状態方程式

𝑝𝑉 = 𝑅𝑇     (3.23)

を代入。

𝑁𝐴

𝑉

𝑚

2𝛼
=

𝑅𝑇

𝑉
                                                 (3.24)

𝜌 = 𝑁𝐴/𝑉より

𝑚𝑁𝐴

2𝛼𝑉
=

𝑅𝑇

𝑉
⇒ 𝜶 =

𝒎𝑵𝑨

𝟐𝑹𝑻
=

𝒎

𝟐𝒌𝑩𝑻
  (3.25, 27)

(NA: アボガドロ数、 𝑘𝐵: ボルツマン定数)



• 𝛼 =
𝑚

2𝑘𝐵𝑇
(3.27) を

𝑁

𝑉
= 𝐴

𝜋

𝛼

3

2
(3.15) に代入

𝑨 =
𝑁

𝑉

𝜋

𝛼

−
3

2
=

𝑵

𝑽

𝒎

𝟐𝝅𝒌𝑩𝑻

𝟑

𝟐
 (3.28)

• 𝑓 𝑣 𝑑𝒓𝑑𝒗 = 𝐴exp −𝛼𝑣2  𝑑𝒓𝑑𝒗 (3.11) に代入

𝑓 𝑣 𝑑𝒓𝑑𝒗 =
𝑁

𝑉

𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
exp −

𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
 𝑑𝒓𝑑𝒗  (3.29)

マクスウェルの速度分布関数

𝒇 𝒗 =
𝑵

𝑽

𝒎

𝟐𝝅𝒌𝑩𝑻

𝟑

𝟐
𝐞𝐱𝐩 −

𝟏

𝟐
𝒎𝒗𝟐

𝒌𝑩𝑻

0

分布関数𝒇 𝒗

𝑣𝑥

速度0の分子が
一番多い?

Aと𝜶の決定: 理想気体と対応させる



ボルツマン定数・ボルツマン因子

今後、以下の記号を多用する

  𝜷 =
𝟏

𝒌𝑩𝑻
       (3.31)

  𝒆 =
𝒎𝒗𝟐

𝟐
(=

𝒎𝒗𝟐

𝟐
+ 𝑼):粒子のエネルギー (3.32)

      系のエネルギーは Eと書く

𝑓 𝒗 𝑑𝒓𝑑𝒗 =
𝑁

𝑉

𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
exp −

𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
 𝑑𝒓𝑑𝒗

=
𝑁

𝑉

𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝒆  𝑑𝒓𝑑𝒗

ボルツマン因子



速度分布
• 速度が𝒗から𝒗 + 𝑑𝒗の間にある単位体積あたりの分子数

𝐹 𝒗 𝑑𝒗 = 𝜌
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
exp −

1

2
𝑚𝑣2

𝑘𝐵𝑇
𝑑𝒗      𝑑𝒗 = 𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧

 => 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 = 0 に最大確率

• 速度空間内で速度が 𝑣 = |𝒗| から |𝑣| + 𝑑|𝑣|にある微小体積

𝑑𝒗𝑣~𝑣+𝑑𝑣 =
4𝜋 𝑣+𝑑𝑣 3

3
−

4𝜋𝑣3

3
=

4𝜋 𝑣3+3𝑣2𝑑𝑣+3𝑣𝑑𝑣2+𝑑𝑣3−𝑣3

3

𝑑𝒗𝑣~𝑣+𝑑𝑣 ≅ 4𝜋𝑣2𝑑|𝑣|

• 𝐹 |𝑣| 𝑑𝒗𝑣~𝑣+𝑑𝑣 = 𝑓 𝑣 4𝜋𝑣2𝑑|𝑣|

= 4𝜋ρ
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
𝒗𝟐𝐞𝐱𝐩 −

𝒎𝒗𝟐

𝟐𝒌𝑩𝑻
 𝑑|𝑣|

∴ 𝐹 |𝑣| のうち、 |𝑣|に依存する部分:

𝑣2exp −𝐵𝑣2 𝐵 =
𝑚

2𝑘𝐵𝑇

𝑣𝑥

𝑣𝑦

𝑣𝑧

𝑣 𝑣 + 𝑑𝑣

𝑂

0
2𝑘𝐵𝑇

𝑚

1/2

𝐹 𝑣

速度空間

速度0の分子の
割合は0

𝑭′ 𝒗 = 𝟐𝒗 − 𝟐𝑩𝒗𝟑 𝐞𝐱𝐩 −𝑩𝒗𝟐 = 𝟎

⇒ 𝒗 = 𝑩−𝟏/𝟐 = 𝟐𝒌𝑩𝑻/𝒎 𝟏/𝟐で𝑭 𝒗 は最大



§3 Maxwellの速度分布: まとめ
仮定
• 1種類, 𝑁個の単原子分子理想気体
• 物理的状態 (分布関数)は分子の位置𝒓(𝑥, 𝑦, 𝑧)と速度𝒗 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 だけの関数

• 分子の運動は古典力学に従う (𝑒 =
1

2
𝑚𝑣2)

• ポテンシャルは 0で一様 =>分布関数は rに依存しない: 𝑓 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑦

• 空間は等方的、分布関数(確率)は独立事象の積

𝑓 𝑣2 = 𝒇 𝒗𝒙
𝟐 + 𝒗𝒚

𝟐 + 𝒗𝒛
𝟐 = 𝒈 𝒗𝒙 𝒈 𝒗𝒚 𝒈 𝒗𝒛   (3.7)

𝒗𝒊
𝟐の和の関数が 𝒗𝒊

𝟐
 
(𝒗𝒊)の関数の積になる

=>解は 𝒇 𝒗𝟐 = 𝑨𝒆−𝜶𝒗𝟐
になる

理想気体の状態方程式 𝑷𝑽 = 𝒏𝑹𝑻 との対応から、𝛼 =
𝑚

2𝑘𝐵𝑇
 

𝑓 𝒗 𝑑𝒓𝑑𝒗 =
𝑁

𝑉

𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
exp −

1

2
𝑚𝑣2

𝑘𝐵𝑇
 𝑑𝒓𝑑𝒗

重要:指数関数のかたちは、空間の等方性の条件から出てくる

P. 55



マクスウェル分布の導出: まとめ
仮定2:回転対称:分布関数は𝑣2の関数𝑓 𝑣2

𝑣2 = 𝑣𝑥
2 + 𝑣𝑦

2 + 𝑣𝑧
2   𝑓 𝑣2 の変数は独立成分の和

𝑣𝑥
2 = 𝑣𝑦

2 = 𝑣𝑧
2

仮定1:分子の3方向 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 の速度成分は互いに独立、等方的。
𝑓 𝑣2 = 𝑣𝑥

2 + 𝑣𝑦
2 +  𝑣𝑧

2 = 𝑔 𝑣𝑥
2 𝑔 𝑣𝑦

2 𝑔 𝑣𝑧
2  同じ関数の積

位置が𝒓~𝒓 + 𝑑𝒓,速度が𝒗~𝒗 + 𝑑𝒗の分子の数は

𝑓 𝑣2 𝑑𝒓𝑑𝒗 = 𝐴exp −𝛼𝑣2  𝑑𝒓𝑑𝒗   (3.11)

𝑑𝒓 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (dr: ベクトル dr が作る平行六面体の体積)

𝑑𝒗 = 𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧     (3.12)

以降、𝑓 𝑣2 の代わりに𝑓 𝑣 とあらわす:

𝑓 𝑣 𝑑𝒓𝑑𝒗 = 𝐴exp −𝛼𝑣2  𝑑𝒓𝑑𝒗    (3.11)

「変数の和が関数の積になる」という
条件から指数関数が出てくる 一般化、抽象化: 正準理論



Aと𝜶の決定: 数密度 (規格化条件)

注意: 統計分布関数はもともと 𝒓, 𝒗 の関数 𝑓 𝒓, 𝒗 だが、
Maxwell分布の場合は𝒓 によらないので

 𝒗 だけの関数 𝑓 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 のように書いている

そのため、全粒子数 𝑁 は座標についても積分する必要があり、

𝑁 = 𝑉
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 ∞−

∞
𝑓 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧   (3.4)

で計算される。

𝑉
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝑉 を使って

𝑁 = 𝑉 ∞−

∞
𝑓 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧     (3.13)



Aと𝜶の決定: 数密度 (規格化条件)

𝑓 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 = 𝑓 𝑣 = 𝐴𝑒−𝛼𝑣2
    (3.10)

より

𝑁 = 𝑉 ∞−

∞
𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧𝐴𝑒−𝛼𝑣2

    (3.13)

= 𝑉𝐴 ∞−

∞
𝑑𝑣𝑥𝑒−𝛼𝑣𝑥

2
𝑑𝑣𝑦𝑒−𝛼𝑣𝑦

2
𝑑𝑣𝑧𝑒−𝛼𝑣𝑧

2

= 𝑉𝐴 ∞−

∞
𝑑𝑣𝑥exp −𝛼𝑣𝑥

2
3

ガウス積分の公式: ∞−

∞
𝑑𝑥 exp −𝛼𝑥2 =

𝜋

𝛼

1

2
 𝛼 > 0 (3.14)

から、

𝑵

𝑽
= 𝐀

𝝅

𝜶

𝟑

𝟐
(3.15,16)  ⇒ 𝑨と𝜶の条件式



Aと𝜶の決定: 圧力
• 面直速度𝑣𝑥をもつ分子が単位時間中に壁に衝突する条件

• 速度𝑣𝑥 > 0

• 単位時間後の𝑥位置:−𝑥0 + 𝑣𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑥0 ≤ 𝑣𝑥

体積 𝑑𝑉 = 𝑣𝑥𝑑𝑆 の微小体積体内の分子が壁に衝突
速度𝒗を持つ分子数は

𝑓 𝒗 𝑑𝒓𝑑𝒗 =dV 𝑓 𝒗 𝑑𝒗 = 𝑑𝑉𝐴exp −𝛼𝑣2  𝑑𝒗

= 𝑨𝒗𝒙𝒅𝑺𝐞𝐱𝐩 −𝜶𝒗𝟐  𝒅𝒗 (3.17)

• 弾性衝突

𝑣𝑥
′ = −𝑣𝑥  𝑣𝑦

′ = 𝑣𝑦  𝑣𝑧
′ = 𝑣𝑧

• 分子一個が壁に当たって弾性衝突する際の運動量変化

∆𝑃 = 𝑚𝑣𝑥
′ − 𝑚𝑣𝑥 = −2𝑚𝑣𝑥

𝑥

𝑧
𝑦

𝒗

𝑑𝑆

𝑥

0

𝑥0

𝒗

𝒗′

𝑥
容器



Aと𝜶の決定: 圧力
単位時間における全運動量の変化

𝑑𝑃/𝑑𝑡 = −2𝑚𝐴𝑑𝑆 0

∞
𝑑𝑣𝑥 ∞−

∞
𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧𝑣𝑥

2exp −𝛼𝑣2

        𝑝 = −
𝑑𝐹

𝑑𝑆
= −

𝑑(𝑑𝑃/𝑑𝑡)

𝑑𝑆
 

= 2𝑚𝐴 0

∞
𝑑𝑣𝑥𝑣𝑥

2exp −𝛼𝑣𝑥
2 ∞−

∞
𝑑𝑣𝑦exp −𝛼𝑣𝑦

2 ∞−

∞
𝑑𝑣𝑧exp −𝛼𝑣𝑧

2

            = 2𝑚𝐴 0

∞
𝑑𝑣𝑥𝑣𝑥

2exp −𝛼𝑣𝑥
2 ∞−

∞
𝑑𝑣𝑦exp −𝛼𝑣𝑦

2 2
  (3.19)

0

∞
𝑑𝑥 𝑥2exp −𝛼𝑥2 = −

𝑑

𝑑𝛼
0

∞
𝑑𝑥 exp −𝛼𝑥2 = −

𝑑

𝑑𝛼

1

2

𝜋

𝛼

1

2
=

1

4

𝜋1/2

𝛼3/2 (3.20)

を使うと

𝑝 =
𝑚𝐴

2𝛼

𝜋

𝛼

3/2
      (3.21)

𝑁

𝑉
= 𝐴(𝜋/𝛼)3/2 (3.15)から、

𝑝 =
𝑁

𝑉

𝑚

2𝛼
       (3.22)



Aと𝜶の決定: 理想気体と対応させる

𝑝 =
𝑁

𝑉

𝑚

2𝛼
      (3.22)

に 1モルの状態方程式

𝑝𝑉 = 𝑅𝑇     (3.23)

を代入。

𝑁𝐴

𝑉

𝑚

2𝛼
=

𝑅𝑇

𝑉
                                                 (3.24)

⇒ 𝜶 =
𝒎𝑵𝑨

𝟐𝑹𝑻
=

𝒎

𝟐𝒌𝑩𝑻
   (3.25, 27)

(NA: アボガドロ数、 𝑘𝐵: ボルツマン定数)



• 𝛼 =
𝑚

2𝑘𝐵𝑇
を

𝑁

𝑉
= 𝐴

𝜋

𝛼

3

2
に代入

𝑨 =
𝑁

𝑉

𝜋

𝛼

−
3

2
=

𝑵

𝑽

𝒎

𝟐𝝅𝒌𝑩𝑻

𝟑

𝟐
 (3.28)

𝑓 𝑣 𝑑𝒓𝑑𝒗 =
𝑁

𝑉

𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
exp −

𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
 𝑑𝒓𝑑𝒗  (3.29)

マクスウェルの速度分布関数

𝒇 𝒗 =
𝑵

𝑽

𝒎

𝟐𝝅𝒌𝑩𝑻

𝟑

𝟐
𝐞𝐱𝐩 −

𝟏

𝟐
𝒎𝒗𝟐

𝒌𝑩𝑻

Aと𝜶の決定: 理想気体と対応させる



ボルツマン定数・ボルツマン因子

今後、以下の記号を多用する

 𝜷 =
𝟏

𝒌𝑩𝑻
       (3.31)

 𝒆 =
𝒎𝒗𝟐

𝟐
(=

𝒎𝒗𝟐

𝟐
+ 𝑼):粒子のエネルギー (3.32)

     系のエネルギーは Eと書く

𝑓 𝒗 𝑑𝒓𝑑𝒗 =
𝑁

𝑉

𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
exp −

𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
 𝑑𝒓𝑑𝒗

=
𝑁

𝑉

𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝒆  𝑑𝒓𝑑𝒗

ボルツマン因子



まとめ: 統計分布関数とは何か？

統計分布関数 f(X): 系が状態Xを取る確率

Maxwellの速度分布関数: N粒子系で

・ある粒子が 𝒓, 𝒗  の状態を取る確率

   (Nがかかっているので、正確には期待値)

𝑓 𝒓, 𝒗 = 𝜌
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3/2
exp −

1

2

𝑚𝑣2

𝑘𝐵𝑇
,  𝑓 𝒓, 𝒗 𝑑𝒓𝑑𝒗 = 𝑁

・ 𝒓, 𝒗  ~ 𝒓 + 𝒅𝒓, 𝒗 + 𝒅𝒗  の状態を取る粒子の数

𝑓 𝒓, 𝒗 𝑑𝒓𝑑𝒗 



𝒇 𝒗 =
𝑵

𝑽

𝒎

𝟐𝝅𝒌𝑩𝑻

𝟑

𝟐
𝐞𝐱𝐩 −

𝟏

𝟐
𝒎𝒗𝟐

𝒌𝑩𝑻

0 𝑣𝑥

速度 0 の分子が
一番多い?

Maxwellの速度分布関数: 速度 0 の粒子が一番多い?

𝒗𝒙は −∞~ + ∞に分布しているので、平均値、最大値は０

𝒗𝟐 = 𝒗𝒙
𝟐 + 𝒗𝒚

𝟐 +  𝒗𝒛
𝟐 の分布は？



|𝒗| の速度分布

• 速度が𝒗から𝒗 + 𝑑𝒗の間にある単位体積あたりの分子数

𝑓 𝒗 𝑑𝒗 = 𝜌
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
exp −

1

2
𝑚𝑣2

𝑘𝐵𝑇
𝑑𝒗      𝑑𝒗 = 𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧

 => 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 = 0 に最大確率

• 速度空間内で速度が 𝑣 = |𝒗| から |𝑣| + 𝑑|𝑣|にある微小体積

𝑑𝒗𝑣~𝑣+𝑑𝑣 =
4𝜋 𝑣+𝑑𝑣 3

3
−

4𝜋𝑣3

3
=

4𝜋 𝑣3+3𝑣2𝑑𝑣+3𝑣𝑑𝑣2+𝑑𝑣3−𝑣3

3

𝑑𝒗𝑣~𝑣+𝑑𝑣 ≅ 4𝜋𝑣2𝑑|𝑣|

• 𝑓 |𝑣| 𝑑𝒗𝒗~𝒗+𝑑𝒗 = 𝑓 𝑣 4𝜋𝑣2𝑑|𝑣|

= 4𝜋ρ
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
𝒗𝟐𝐞𝐱𝐩 −

𝒎𝒗𝟐

𝟐𝒌𝑩𝑻
 𝑑|𝑣|

𝑣𝑥

𝑣𝑦

𝑣𝑧

𝑣 𝑣 + 𝑑𝑣

𝑂

速度空間



|𝒗| の速度分布

𝐹 |𝑣| 𝑑|𝑣| = 4𝜋ρ
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3
2

𝒗𝟐𝐞𝐱𝐩 −
𝒎𝒗𝟐

𝟐𝒌𝑩𝑻
 𝑑|𝑣|

0

𝐹 |𝑣|
速度0の分子の割合は0

𝑭′ 𝒗 ∝ 𝟐𝒗 − 𝟐𝑩𝒗𝟑 𝐞𝐱𝐩 −𝑩𝒗𝟐 = 𝟎 

⇒ 𝒗 = 𝑩−𝟏/𝟐 =
2𝑘𝐵𝑇

𝑚

1/2

で 𝒇 𝒗 は最大

|𝑣|



§3 Maxwellの速度分布: まとめ
仮定
• 1種類, 𝑁個の単原子分子理想気体
• 物理的状態 (分布関数)は分子の位置𝒓(𝑥, 𝑦, 𝑧)と速度𝒗 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧 だけの関数

• 分子の運動は古典力学に従う (𝑒 =
1

2
𝑚𝑣2)

• ポテンシャルは 0で一様 =>分布関数は rに依存しない: 𝑓 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑦

• 空間は等方的、分布関数(確率)は独立事象の積

𝑓 𝑣2 = 𝒇 𝒗𝒙
𝟐 + 𝒗𝒚

𝟐 + 𝒗𝒛
𝟐 = 𝒈 𝒗𝒙 𝒈 𝒗𝒚 𝒈 𝒗𝒛   (3.7)

𝒗𝒊
𝟐の和の関数が 𝒗𝒊

𝟐
 
(𝒗𝒊)の関数の積になる

=>解は 𝒇 𝒗𝟐 = 𝑨𝒆−𝜶𝒗𝟐
になる

理想気体の状態方程式 𝑷𝑽 = 𝒏𝑹𝑻 との対応から、𝛼 =
𝑚

2𝑘𝐵𝑇
 

𝑓 𝒗 𝑑𝒓𝑑𝒗 =
𝑁

𝑉

𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
exp −

1

2
𝑚𝑣2

𝑘𝐵𝑇
 𝑑𝒓𝑑𝒗

重要:指数関数のかたちは、空間の等方性の条件から出てくる

P. 55



第3回 古典統計力学の基礎 

• ほとんど独立な粒子の集団
• 1次元調和振動子
• ハミルトニアン

• 位相空間
• 𝜇空間
• Γ空間

• エルゴード仮説
• 小正準集団
• 一般座標と一般運動量
• エルゴード仮説

• 最大確率の分布
• 配置数
• スターリングの公式
• 最大確率の分布

• マクスウェル・ボルツマン分布
• 位相空間における分布関数との関係
• 分配関数
• 一粒子のエネルギーの平均値と分配関数

• ボルツマンの原理



ほとんど独立な粒子の集団
Maxwellの速度分布:

・均一なポテンシャル中の理想気体
    ・分子間でエネルギーをやり取りしない (各分子の速度は不変)

=> より一般的なN粒子系へ拡張

・分子間の相互作用は無視するが、粒子間でエネルギーをやり取りする

・ポテンシャル U(r) 中の理想気体

系の全エネルギー: 個々の分子のエネルギーの和になる

𝐸 = 𝑒 1 + 𝑒 2 + ⋯ + 𝑒 𝑁    (4.1)

個々の分子のエネルギー: 𝑒 =
𝑚𝑣2

2
+ 𝑈(𝑟)

• 変数を v から p (運動量) へ

𝑝 = 𝑚𝑣 ⇒ 𝑒 =
𝑝2

2𝑚
+ 𝑈(𝑟)   (4.2)



{ri, pi}を独立変数とする空間 「位相空間」を考える

・ 力学的状態は位相空間の一点で表される
・位相空間全体がすべての力学的状態を網羅する
・ リウビウの定理により、微小体積 dridpi は時間発展で変わらない

{ri}

{pi}

{pi+dpi}

{pi}

位相空間: {ri, pi}を座標とする 6N次元空間 

{ri+dri}{ri}

{ri,pi}の状態



位相空間: 1次元調和振動子の例

ハミルトニアン

𝐻(𝑥, 𝑝) =
𝑝2

2𝑚
+

𝑚𝜔2𝑥2

2
    (4.5)

運動方程式

𝑚 ሷ𝑥 = −𝑚𝜔2𝑥     (4.3)

⇒ 𝑥(𝑡) = 𝐴 sin 𝜔𝑡 + 𝛼           (4.4) 

     𝑝(𝑡) = 𝑚 ሶ𝑥 = 𝑚𝐴𝜔 cos 𝜔𝑡 + 𝛼      𝐴: 振幅、𝛼:初期位相

位相空間内の軌跡
𝒑(𝒕)𝟐

𝟐𝒎
+

𝒎𝝎𝟐𝒙(𝒕)𝟐

𝟐
= 𝑬 (一定): 楕円

𝑥

𝐹 = −𝑚𝜔2𝑥

𝑥(𝑡)

𝑝(𝑡)

初期値が決まると、
時間経過とともに位相空間内の交わらない軌跡を描く

初期値が異なる軌跡の集合は位相空間を埋め尽くす
=> ሶ𝒙, ሶ𝒑 を独立に扱うことでアンサンブルを構成する
ことを正当化



𝝁空間 (粒子1つの位相空間)

一粒子の位置と運動量を座標とする空間(位相空間)

𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑝𝑧 の 6次元

1次元調和振動子の場合は 𝑥, 𝑝 の2次元

• 個々の粒子が独立の場合 (𝑒が一定)

各振動子は一定の楕円(等エネルギー面)上を描く

𝑝2

2𝑚
+

𝑚𝜔2𝑥2

2
=一定

• 他の粒子と相互作用がある場合 (𝑒が変化)

各振動子は楕円から崩れた軌道上を運動

一粒子のμ空間では等エネルギー面になるとは限らない

𝑥

𝑝
相互作用なし

𝑥

𝑝相互作用あり

𝑥

𝑝

多数の振動子は、初期値の違いにより
μ空間のいろいろな点をとり、
移動していく

注: 軌跡が交わって見えるのは、
他の粒子の運動を表示していないため



𝜞空間 (全粒子の位相空間)
全粒子の位置と運動量を記述する位相空間

  𝑥(𝑖), 𝑝(𝑖): 𝑖番目の振動子の位置、運動量

     (𝑥(1), 𝑦(1), 𝑧(1),…, 𝑥(𝑁), 𝑦(𝑁), 𝑧(𝑁),

       𝑝𝑥
(1)

, 𝑝𝑦
(1)

, 𝑝𝑧
(1)

, …,𝑝𝑥
(𝑁)

, 𝑝𝑦
(𝑁)

, 𝑝𝑧
(𝑁)

) の6𝑁次元

𝑁個の1次元調和振動子の場合は

   (𝑥(1), 𝑥(2), … 𝑥(𝑁), 𝑝(1), 𝑝(2), … ,  𝑝(𝑁)) の2𝑁次元

 ・ 2𝑁次元空間上の1点 (代表点) = すべての振動子の状態

• 力学的エネルギー保存則 𝐸 = 𝑒 1 + 𝑒 2 + ⋯ + 𝑒 𝑁  (4.1)が成立

• 代表点は一定の等エネルギー面上を運動

Γ空間上の超球面



小正準集団

•小正準集団

エネルギー一定 E、粒子数一定 N (孤立系)

• 系全体のエネルギーが𝐸 ~ 𝐸 + Δ𝐸

• Δ𝐸 は 𝐸 に比べて十分に小さい

• N個の振動子を表す点を同一の𝜇空間に表示

• 𝑛個の点を含む微小部分 𝑑𝒓𝑑𝒑

• エネルギー 𝐸 はほぼ一定

• 𝑛/𝑁: 一つの振動子の状態が

𝑑𝒓𝑑𝒑に見出される確率

𝑥

𝑝

𝑑𝑝
𝑑𝑥

𝜇空間

𝐸の等エネルギー曲面
𝐸 + ∆𝑬の等エネルギー曲面Γ空間

計算上、体積が必要



統計力学には大きな仮説がある

多数の粒子の運動を解析する方法

1. 全ての粒子に関する運動方程式を解き、
運動の時間変化を調べ、時間平均を求める

NA ~ 1023個の粒子の方程式を正確に解くことはできない

2. 個々の粒子の運動を理解することはあきらめ、
取りえる状態のと統計母集団 (アンサンブル) をつくり、
集団平均を求める

測定されるのは １．の時間平均

２．の集団平均が時間平均に一致しないと意味がない

 ＝＞ エルゴード仮説



エルゴード仮説と等確率の原理

エルゴード仮説:

十分長い時間の運動により、位相空間における軌跡は
すべての等エネルギー状態近傍を一様の確率で通過する

系が時間発展して運動するとき、

位相空間中の取りうる状態を同じ確率で通過する

時間平均が集団平均に一致するための条件１

等確率 (等重率)の原理:

孤立した平衡状態の系について、位相空間で
一定のエネルギー幅ΔEで同じ体積を占める微小状態はどれも等しい確率で現れる

位相空間の状態が現れる確率

集団の微視的状態を出現確率に結び付ける条件

時間平均が集団平均に一致するための条件２

P. 85



まず、位相空間を考えずにBoltzmann分布を導出する
簡略化した想定: (a) 系の微視的状態 i を区別できる

(b) それぞれの微視的状態にある粒子の数 ni を数えられる

1粒子状態5 (e = 3)

系の状態

1粒子状態1, 2 (e = 1)

例として、5つの1粒子状態をもつ3粒子系を考える

微視的状態の数
状態 i に ni個の粒子を

割り振る場合の数

𝑊 =
3!

1!0!1!1!0!
= 6

3!

1!0!2!0!0!
= 3

3!

2!0!0!0!1!
= 3

{1, –, 2, 3, –}
{1, –, 3, 2, –}
{2, –, 1, 3, –}
{2, –, 3, 1, –}
{3, –, 1, 2, –}
{3, –, 2, 1, –}

{1, –, 2&3, –, –}
{2, –, 1&3, –, –} 
{3, –, 1&2, –, –}

{1, –, 2&3, –, –}
{2, –, 1&3, –, –} 
{3, –, 1&2, –, –}

状態1 状態2 状態3

<=等確率の原理:

エネルギーの等しい微視的状態が
現れる確率は等しい

微視的状態1は、微視的状態2,3の2倍の確率で観測される

1粒子状態3,4 (e = 2)

E = 5 E = 5 E = 5

2.等確率の原理: E, Nが同じ系 (小正準集団)ではすべての微視的状態が同じ確率で出現する

3.最大配置数:配置数 (状態数)が最大の状態が観測される

右の数字は

粒子の番号



微視的状態の数:組み合わせの数 (Combination) 

N個から n1個を選ぶ組み合わせの数: 𝑁𝐶𝑛1
=

𝑁!

𝑛1!(𝑁−𝑛1)! 

N個から n1, n2, 𝑛3 = 𝑁 − 𝑛1 − 𝑛2個を選ぶ組み合わせの数:

 𝑁𝐶𝑛1
× 𝑁−𝑛1

𝐶𝑛2
=

𝑁!

𝑛1!(𝑁−𝑛1)!

𝑁−𝑛1!

𝑛2!(𝑁−𝑛1−𝑛2)! 
=

𝑁!

𝑛1!𝑛2!𝑛3!

N個から n1, n2, n3, ･･･ 個を選ぶ組み合わせの数:

 𝑊 =
𝑁!

𝑛1!𝑛2!𝑛3!⋯



N個の粒子の配置数 (状態数)

配置数 (微視的状態の数) 𝑊:

𝑁個の粒子が, 1番目の状態に𝑛1個、
2番目の状態に𝑛2個, ⋯ ,
𝑠番目の状態に𝑛𝑠個入る場合の微視的状態の数

𝑊 =
𝑁!

𝑛1!𝑛2!…𝑛𝑠!
                           (4.12)

Wが最大になる {ni} の組を求める。

ln Wを最大化することと同じ

ln 𝑊 = ln 𝑁! − σ𝑖 ln 𝑛𝑖!           (4.13)



0

1

2

3

0 5 10 15

Stirlingの公式

ln 𝑁! (𝑁 ≫ 1) の近似式

ln 𝑁! = σ𝑖=1
𝑁 ln 𝑖 ~ 1

𝑁
ln 𝑥 𝑑𝑥 = |(𝑥 ln 𝑥 − 𝑥) 1

𝑁 = 𝑵 𝐥𝐧 𝑵 − 𝑵 + 1 

ln 𝑥

赤線の内側の面積


𝑖=1

𝑁

ln 𝑖

N -5

0

5
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15
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log(N!)

N ln(N) - N

N



最大確率の分布

ln 𝑊 = ln 𝑁! − σ𝑖 ln 𝑛𝑖!     (4.13)

にスターリングの公式

 ln 𝑁! ≅ 𝑁 ln 𝑁 − 1                                    (4.14)

を適用  

ln 𝑊 ≅ 𝑁 ln 𝑁 − 1 − σ𝑖 𝑛𝑖 ln 𝑛𝑖 − 1              

= 𝑁 ln 𝑁 − 𝑁 + σ𝑖 𝑛𝑖 − σ𝑖 𝑛𝑖 ln 𝑛𝑖 (σ𝑖 𝑛𝑖 = 𝑁 (4.16)を使う)

= 𝑁 ln 𝑁 − σ𝑖 𝑛𝑖 ln 𝑛𝑖    (4.15)



最大確率の分布
ln 𝑊 = 𝑁 ln 𝑁 − σ𝑖 𝑛𝑖 ln 𝑛𝑖                         (4.15)

𝑊が最大になる条件: 𝑛𝑖 → 𝑛𝑖 + δ𝑛𝑖のときの ln 𝑊の変化が 0

    𝛿 ln 𝑊 = − σ𝑖 1 + ln 𝑛𝑖 δ𝑛𝑖 = 0     (4.17)

全ての 𝑛𝑖 が独立であれば、δ𝑛𝑖で微分して
1 + ln 𝑛𝑖＝0 (i = 1, 2, ･･･, N) が必要条件になるが・・・

    (𝑛𝑖 = 𝑒−1: 一様分布)

実際には 𝑛𝑖 のすべてが独立なわけではない。
「𝑁, 𝐸は一定」の拘束条件 σ𝑖 𝑛𝑖 = 𝑁、σ𝑖 𝑒𝑖𝑛𝑖 = 𝐸 が必要
    (この条件のため、分布が指数関数になる)

 σ𝑖 δ𝑛𝑖 = 0      (4.18)

 σ𝑖 𝑒𝑖δ𝑛𝑖 = 0



制約条件下での最大化: Lagrangeの未定乗数法
関数 𝑓 𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑖 = ln 𝑊 = 𝑁 ln 𝑁 − 1 − σ𝑖 𝑛𝑖 ln 𝑛𝑖 − 1 に関して、2つの制約条件

𝑔 𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑖 = σ𝑖 𝑛𝑖 − 𝑁 = 0 

ℎ 𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑖 =  σ𝑖 𝑒𝑖𝑛𝑖 − 𝐸 = 0

のもと、極値をとる条件を求める。

制約条件のある最大化: ラグランジュの未定乗数法によって簡単に解ける。

未知の定数, 𝛼, 𝛽 (未定乗数) を使い、

 𝐿 𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑖 , 𝛼, 𝛽 = 𝑓 𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑖 − 𝛼𝑔 𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑖 − 𝛽ℎ 𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑖

を𝑛𝑖で偏微分して極値となる時の𝑛𝑖を求めれば良い。

 𝐿 = 𝑁 ln 𝑁 − 1 − σ𝑖 𝑛𝑖 ln 𝑛𝑖 − 1 − α σ𝑖 𝑛𝑖 − 𝑁 − β σ𝑖 𝑒𝑖𝑛𝑖 − 𝐸

 
𝜕𝐿

𝜕𝑛𝑖
= 0 ⇒ − ln 𝑛𝑖 − 𝛼 − 𝛽𝑒𝑖 = 0

⇒  𝒏𝒊 = 𝐞𝐱𝐩 −𝜶 − 𝜷𝒆𝒊 (4.22)



定数の決定と分配関数 (状態和)

𝑛𝑖 = exp −𝛼 − 𝛽𝑒𝑖 =
𝑁

𝑍
exp −𝛽𝑒𝑖   (4.22, 24) 

Boltzmann分布

        i番目の状態 {ri, pi} にある粒子の数 ni

𝒆 =
𝒎

𝟐
𝒗𝟐 の場合にMaxwell分布に一致しないといけないので、

 𝜷 =
𝟏

𝒌𝑩𝑻

σ𝑖 𝑛𝑖 = 𝑁 から

𝑍 = σ𝑖 exp −𝛽𝑒𝑖 : 分配関数 (状態和) (4.25)

𝐸 = 𝑁 𝑒𝑖 =
𝑁

𝑍
σ𝑖 𝑒𝑖exp −𝛽𝑒𝑖  (4.26)



厳密に考える:微視的状態をどう区別するか

1. 自由気体: 全エネルギーは連続関数。あるエネルギー Eに等しい状態の割合は 0

Eに幅を取る => E ~ E + ΔEのエネルギーをもつ系で小正準集団を構成する

2. 自由気体: ri, pi は連続変数なので、区切りが無い
ri, piに幅を取る =>位相空間で有限の体積 a内にある状態の数を数える

3. 等確率の原理： 「小正準集団では、
   位相空間で同じ体積を占める微視的状態は同じ確率で出現する」

(出現する確率 aW に比例する)

1. 簡略化した想定: (a) 系の微視的状態 i を区別できる
(b) それぞれの微視的状態にある粒子の数 ni を数えられる

2. 等確率の原理: E, Nが同じ系 (小正準集団)ではすべての微視的状態が同じ確率で現れる

3. 最大配置数:配置数 (状態数)が最大の状態が観測される

ここまでは、次の「簡略化した想定」をしたため、Wの導出は簡単だった

しかし、連続変数、連続関数の微視的状態を、どのように区別し、状態数を数えられるか



𝑁粒子の系Aの状態は 𝜞空間の1点で指定できる
μ空間: 1個の粒子の状態 𝑟𝑖 , 𝑝𝑖 は 1点で表される。
             系A の1つの状態は、μ空間のN点で表される

Γ 空間には多くの微視的状態がある:
・すべての粒子の速度が同じ ・速度が等間隔に分配されている ・すべての粒子の位置が同じ
・1つの粒子だけ大きなエネルギーを持っている ・その他いろいろ

       どの状態が観測されるのか

Γ空間 (N粒子) とμ空間 (1粒子) の対応

.

μ空間 (一粒子の位相空間)

{ 𝒓, 𝒑 }

{ 𝒓′, 𝒑′ }

.

Γ 空間 (N粒子の位相空間)

系A

{ 𝒓𝒊, 𝒑𝒊 }

{ 𝒓𝒊′, 𝒑𝒊′ }

細胞 E (体積a)
𝑬 =  𝒆𝒊



Γ 空間には多くの微視的状態がある:どの状態が観測されるのか
等確率の原理: Γ 空間が小正準集団であれば、出現確率は aW に比例する

    異なるエネルギーを持つ状態の出現確率は分からないが、
    同じエネルギーの状態が出現する確率は等しい

=> 配置数 (微視的状態の数) W が最大になる細胞が観測される状態

 W を数える

どの状態が観測されるのか: 等確率の原理と小正準集団

.

μ空間
一粒子
正準集団

{ 𝒓, 𝒑 }

{ 𝒓′, 𝒑′ }

.

Γ 空間
系A

{ 𝒓𝒊, 𝒑𝒊 }

{ 𝒓𝒊′, 𝒑𝒊′ }

細胞 E (体積a)

E

E+E

𝑬 =  𝒆𝒊

E ~ E+E の範囲の系が
小正準集団を作る



μ空間で微視的状態の数を数える

μ空間を一定の体積 aμの状態 (細胞)に分割する
i番目の細胞: (ri, pi)近傍の状態を持つ粒子が ni個存在

配置数 (微視的状態の数) 𝑊:

 𝑊 =
𝑁!

𝑛1!𝑛2!…𝑛𝑖!
                           (4.12)

 ln 𝑊 = ln 𝑁! − σ𝑖 ln 𝑛𝑖!           (4.13)

𝑥

𝑝

𝑛1 𝑛2 𝑛3 ⋯

𝑁

𝜇空間

=> Boltzmann分布の導出へ続く



分配関数の乗法原理: N粒子系の分配関数
「相互作用のない」 N粒子系 (pは粒子の番号)の微視的状態 𝑠𝑁 における全エネルギー

𝐸𝑠𝑝
= σ𝑝 𝑒𝑝

(𝑠𝑝)
  (𝑠𝑝 は粒子 p の微視的状態の番号)

全分配関数 𝑍𝑡𝑜𝑡 = σ𝑠𝑝
exp −𝛽𝐸𝑠 = σ{𝑠𝑝} exp −𝛽 σ𝑝 𝑒𝑝

(𝑠𝑝)
= σ{𝑠𝑝} ς𝑝 exp −𝛽𝑒𝑝

(𝑠𝑝)
 

{𝑠𝑝}のすべての組み合わせの和の公式: σ{𝑠𝑝} = σ𝑠1
σ𝑠2

σ𝑠3⋯
 

{𝑠𝑝}のすべての組み合わせの和と積を取る場合、和と積の順序は交換できる

𝑍𝑡𝑜𝑡 = σ𝑠1
σ𝑠2

σ𝑠3⋯
ς𝑝 exp −𝛽𝑒𝑝

(𝑠𝑝)
= ς𝑝 σ𝑠𝑝

exp −𝛽𝑒𝑝

(𝑠𝑝)
= ς𝑝 𝑍𝑝

分配関数の乗法原理:

全分配関数は独立な自由度の分配関数の積に等しい

それぞれの原子には区別はないので、𝑍𝑘 = σ𝑖 exp −𝛽𝑒𝑘
(𝑖)
は全てZに等しい

𝑍𝑡𝑜𝑡 = 𝑍𝑁



・ 「相互作用のない」 2粒子系

・各粒子 𝑝 は、状態 𝑠 でエネルギー 𝑒𝑝
(𝑠)

 をもつ

・ 2粒子系の微視的状態は、粒子1, 2が状態 𝑠1, 𝑠2 にあると表す

 系の全エネルギー 𝐸𝑠1,𝑠2
= 𝑒1

(𝑠1)
+ 𝑒2

(𝑠2)

全分配関数 𝑍𝑡𝑜𝑡 = σ𝑠𝑝
exp −𝛽𝐸𝑠𝑝

= σ{𝑠𝑝} exp −𝛽 σ𝑝 𝑒𝑝

(𝑠𝑝)
= σ{𝑠𝑝} ς𝑝 exp −𝛽𝑒𝑝

(𝑠𝑝)
= ς𝑝 σ𝑠 exp −𝛽𝑒𝑝

(𝑠)

s, pが２つずつの場合： 𝑝, 𝑠𝑝 のすべての組み合わせは 1,1 , 1,2 , 2,1 , 2,2 : σ{𝑠𝑝} = σ𝑠1=1,2 σ𝑠2=1,2

σ{𝑠𝑝} exp −𝛽𝐸𝑠 = exp −𝛽 𝑒1
(1)

+ 𝑒2
(1)

+ exp −𝛽 𝑒1
(1)

+ 𝑒2
(2)

+ exp −𝛽 𝑒1
(2)

+ 𝑒2
(1)

 + exp −𝛽 𝑒1
(2)

+ 𝑒2
(2)

σ{𝑠𝑝} ς𝑝 exp −𝛽𝑒𝑝
(𝑠)

= exp −𝛽𝑒1
(1)

exp −𝛽𝑒2
(1)

+ exp −𝛽𝑒1
(1)

exp −𝛽𝑒2
(2)

 

           + exp −𝛽𝑒1
(2)

exp −𝛽𝑒2
(1)

+ exp −𝛽𝑒1
(2)

exp −𝛽𝑒2
(2)

  #積を先に計算

ς𝑝 σ𝑠 exp −𝛽𝑒𝑝
(𝑠)

= exp −𝛽𝑒1
(1)

+ exp −𝛽𝑒1
(2)

exp −𝛽𝑒2
(1)

+ exp −𝛽𝑒2
(2)

#和を先に計算

分配関数の乗法原理: 2粒子系の例



分配関数の乗法原理:独立な自由度の分配関数
分配関数の乗法原理:

独立な自由度の全分配関数は、各自由度の分配関数の積で表される
(独立:全エネルギーが各自由度のエネルギーの和で表される)

例:粒子が独立な2つの自由度 i = t, vを持つ: 𝐸𝑡𝑜𝑡 = 𝐸𝑡+ 𝐸𝑣 (独立の条件)

t, vが2つずつの準位を持つ場合の、すべての状態の組み合わせ:
 𝐸𝑡1,𝑣1 = 𝐸𝑡1 + 𝐸𝑣1

 𝐸𝑡1,𝑣2 = 𝐸𝑡1 + 𝐸𝑣2

 𝐸𝑡2,𝑣1 = 𝐸𝑡2 + 𝐸𝑣1

 𝐸𝑡2,𝑣2 = 𝐸𝑡2 + 𝐸𝑣2

𝑍𝑡𝑜𝑡 = σ
全ての状態

exp −𝛽𝐸𝑡𝑜𝑡 

 = exp −𝛽(𝐸𝑡1 + 𝐸𝑣1) + exp −𝛽(𝐸𝑡1 + 𝐸𝑣2) + exp −𝛽(𝐸𝑡2 + 𝐸𝑣1) + exp −𝛽(𝐸𝑡2 + 𝐸𝑣2) 

= exp −𝛽𝐸𝑡1 + exp −𝛽𝐸𝑡2 exp −𝛽𝐸𝑣1 + exp −𝛽𝐸𝑣2 

= 𝑍𝑡𝑍𝑣



分配関数の計算プログラム: state_sum.py
目的: 全ての組み合わせの和で計算状態和と、各粒子の状態和の積を比較する

Usage: python state_sum.py np ns

np: 粒子数 ns: 状態数

使用例: python state_sum.py 3 5

nparticles= 3

nstates= 5

normalize energies:

  particle 0: [0.677787, 0.442239, 0.39662, 0.36564, 0.62479]

  particle 1: [0.765881, 0.296011, 0.30318, 0.31418, 0.91698]

  particle 2: [0.553120, 0.331702, 0.20680, 0.37914, 0.00978]

Calculate Z using all combinations of states

  combination 0: (0, 0, 0)   Etot=   1.99679  Ztot(partial)=   0.13577

  combination 1: (0, 0, 1)   Etot=   1.77537  Ztot(partial)=  0.305191

  combination 2: (0, 0, 2)   Etot=   1.65047  Ztot(partial)=   0.49715

-cut--

combination 124: (4, 4, 4)   Etot=   1.55156  Ztot(partial)=   35.5085

Ztot= 35.50854302855401

Calculate Z using the product of Zp

  particle 0 Zp= 3.0520351548187965

  particle 1 Zp= 3.0772739095559247

  particle 2 Zp= 3.78074308441748

Ztot= 35.50854302855399



§4.6 なぜ分配関数が便利なのか
P. 95

=> 𝑑 −𝑘𝐵 ln 𝑍 = − 𝐸
𝑑𝑇

𝑇2     ( 𝐸 は系の全エネルギーの期待値 =内部エネルギー U)

熱力学のGibbs-Helmholtzの式: 𝑑
𝐹

𝑇
= −𝑈

𝑑𝑇

𝑇2

𝐹 = −𝑘𝐵𝑇 ln 𝑍

系の全分配関数 𝑍𝑡𝑜𝑡 = σ𝑖 exp −𝛽𝐸𝑖     (4.37)

𝑑 ln 𝑍𝑡𝑜𝑡

𝑑𝛽
=

𝑑𝑍𝑡𝑜𝑡

𝑍𝑡𝑜𝑡𝑑𝛽
= −

σ𝑖 𝑒𝑖 exp −𝛽𝐸𝑖

σ𝑖 exp −𝛽𝐸𝑖
= − 𝐸    (4.38)

(4.41)

分配関数が計算できれば U, F, S が即座にわかる

𝐸 = −
𝒅 𝐥𝐧 𝒁

𝒅𝜷
= 𝑘𝐵𝑇2

𝑑(ln 𝑍)

𝑑𝑇

𝑆 = −
𝐹−𝑈

𝑇



§4.7 Boltzmannの原理
P. 96

熱力学の式 F = U – TS との対応から

𝑺 = 𝒌𝑩 𝐥𝐧 𝑾       (4.45)

ボルツマンの原理
エントロピーの統計力学的定義を与える

エントロピー最大の法則＝最も場合の数Wの多いマクロ状態が現れる

ln 𝑊 = ln
𝑁!

𝑛1!𝑛2!⋯𝑛𝑖!
≈ 𝑁 ln 𝑁 − σ𝑖 𝑛𝑖 ln 𝑛𝑖   (4.12,13,44)

𝑛𝑖 =
𝑁

𝑍
exp −

𝐸𝑖

𝑘𝐵𝑇
          (4.24)

𝐥𝐧 𝑾 = 𝑁 ln 𝑁 − 

𝑖

𝑛𝑖 ln 𝑁 − ln 𝑍 −
𝐸𝑖

𝑘𝐵𝑇
= 𝑁 ln 𝑍 +

σ𝑖 𝑛𝑖𝐸𝑖

𝑘𝐵𝑇
= −

𝑭

𝒌𝑩𝑻
+

𝑬

𝒌𝑩𝑻



単原子分子理想気体: 細胞の体積の問題

1粒子の運動エネルギー : 𝑒 =
𝒑2

2𝑚

1粒子分配関数  : 𝑍1 = σ𝑖 exp −𝛽𝑒𝑖

古典統計 (教科書):

σ𝑖 は μ空間を大きさ 𝑑𝑟𝑑𝑝𝑥 = 𝑎 で区切った細胞毎の和。

σ𝑖 は
𝟏

𝒂𝟑  𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧 で置き換える

 問題: aがわからない =>問題がない範囲で議論を進めます

量子統計力学で解決する

量子統計: σ𝑖 は量子状態毎の和。

 １つの状態は位相空間の体積 𝒉𝟑を占める

σ𝑖 は
𝟏

𝒉𝟑  𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧 で置き換える



単原子分子理想気体の分配関数

1粒子の運動エネルギー: 𝑒 =
𝒑2

2𝑚

1粒子の分配関数   : 𝒁𝟏 

𝑍1 = σ𝑖 exp −𝛽𝑒𝑖 =
𝟏

𝒂𝟑  exp −
𝑝𝑥

2+𝑝𝑦
2+𝑝𝑧

2

2𝑚𝑘𝐵𝑇
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧  (古典統計)

                                    =
𝟏

𝒉𝟑  exp −
𝑝𝑥

2+𝑝𝑦
2+𝑝𝑧

2

2𝑚𝑘𝐵𝑇
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧  (量子統計) 

=
1

𝑎3  𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧  exp −
𝑝𝑥

2+𝑝𝑦
2+𝑝𝑧

2

2𝑚𝑘𝐵𝑇
𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧  

𝒁𝟏 =
𝑽

𝒂𝟑 (𝟐𝝅𝒎𝒌𝑩𝑻)𝟑/𝟐

N粒子系の全分配関数: 𝒁𝒕𝒐𝒕 = 𝒁𝟏
𝑵 = 𝑽𝑵(𝟐𝝅𝒎𝒌𝑩𝑻)𝟑𝑵/𝟐/𝒂𝟑𝑵



単原子分子理想気体のHelmholtzエネルギー
N粒子系の全分配関数: 𝒁𝒕𝒐𝒕 = 𝒁𝟏

𝑵 = 𝑽𝑵(𝟐𝝅𝒎𝒌𝑩𝑻)𝟑𝑵/𝟐/𝒂𝟑𝑵

Helmholtzエネルギー: 𝑛モルの場合 (𝑁 = 𝑛𝑁𝐴, 𝑘𝐵𝑁 = 𝑛𝑅)

𝐹 = −𝑘𝐵𝑇 ln 𝑍1
𝑁  = −𝑛𝑅𝑇 ln

𝑉 2𝜋𝑚𝑘𝐵𝑇
3
2

𝑎3    

    = −𝑛𝑅𝑇 ln 𝑉 +
3

2
ln 2𝜋𝑚𝑘𝐵𝑇/𝑎2  

       ＝＞𝑝 = −
𝜕𝐹

𝜕𝑉 𝑇
= 𝑛𝑅𝑇

𝜕 ln 𝑉

𝜕𝑉
=

𝑛𝑅𝑇

𝑉
 (状態方程式)

注: 細胞の体積 a は p などの値には影響しない



単原子分子理想気体 1分子のエネルギー期待値

𝑍1 =  exp −𝛽𝑒 𝑑𝒓𝑑𝒑 = 𝑉(2𝜋𝑚𝑘𝐵𝑇)3/2/𝑎3 = 𝑉(
2𝜋𝑚

𝛽𝑎2 )3/2 

𝒆 =
 𝑒 exp −𝛽𝑒 𝑑𝒓𝑑𝒑

 exp −𝛽𝑒 𝑑𝒓𝑑𝒑
= −

𝜕

𝜕𝛽
ln 𝑍1

= −
𝜕

𝜕𝛽
ln

2𝜋𝑚

𝛽ℎ2

3

2 = 3
2

𝜕
𝜕𝛽

ln 𝛽 = 3
2𝛽

 

𝒆  =
𝟑

𝟐
𝒌𝑩𝑻 

1自由度あたりの運動エネルギーの平均値

𝑒 =
𝑝𝑥

2

2𝑚
+

𝑝𝑦
2

2𝑚
+

𝑝𝑧
2

2𝑚
=

3

2
𝑘𝐵𝑇 

𝒑𝒙
𝟐

𝟐𝒎
 =

𝒑𝒚
𝟐

𝟐𝒎
 =

𝒑𝒛
𝟐

𝟐𝒎
 =

𝒌𝑩𝑻

𝟐
 エネルギーの等分配則



Boltzmann分布: 任意のポテンシャル中の相互作用しない粒子

配置数 (微視的状態の数) 𝑊: 𝑁個の粒子が, 1番目の状態に𝑛1個、2番目の状態に𝑛2個,

    ⋯ , 𝑠番目の状態に𝑛𝑠個入る場合の微視的状態の数

𝑊 =
𝑁!

𝑛1!𝑛2!…𝑛𝑠!
                            (4.12)

Wが最大になる {ni} の組を求める。

ln Wを最大化することと同じ

ln 𝑊 = ln 𝑁! − σ𝑖 ln 𝑛𝑖! ~𝑁 ln 𝑁 − 1  (4.14)

σ𝑖 𝑛𝑖 = 𝑁, σ𝑖 𝑒𝑖𝑛𝑖 = 𝐸の制約条件のもと、最大化 (Lagrangeの未定乗数法)

 Boltzmann分布: 𝒏𝒊 =
𝑁

𝑍
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝒆𝒊

   𝜷 =
𝟏

𝒌𝑩𝑻

   𝑍 = σ𝑖 exp −𝛽𝑒𝑖 : 分配関数 (状態和) (4.25)



§4.6 なぜ分配関数が便利なのか
P. 95

𝐹 = −𝑘𝐵𝑇 ln 𝑍

系の全分配関数 𝑍𝑡𝑜𝑡 = σ𝑖 exp −𝛽𝐸𝑖     (4.37)

𝑑 ln 𝑍𝑡𝑜𝑡

𝑑𝛽
=

𝑑𝑍𝑡𝑜𝑡

𝑍𝑡𝑜𝑡𝑑𝛽
= −

σ𝑖 𝑒𝑖 exp −𝛽𝐸𝑖

σ𝑖 exp −𝛽𝐸𝑖
= − 𝐸    (4.38)

(4.41)

分配関数が計算できれば U, F, S などが即座にわかる

𝐸 = −
𝒅 𝐥𝐧 𝒁

𝒅𝜷
= 𝑘𝐵𝑇2

𝑑(ln 𝑍)

𝑑𝑇

𝑆 = −
𝐹−𝑈

𝑇

𝑺 = 𝒌𝑩 𝐥𝐧 𝑾         (4.45)

ボルツマンの原理



第3回 古典統計力学の基礎 

•エントロピーの問題と
修正ボルツマン分布



単原子分子理想気体のHelmholtzエネルギー
N粒子系の全分配関数: 𝒁𝒕𝒐𝒕 = 𝒁𝟏

𝑵 = 𝑽𝑵(𝟐𝝅𝒎𝒌𝑩𝑻)𝟑𝑵/𝟐/𝒂𝟑𝑵

系のHelmholtzエネルギー: 𝑭 = −𝑵𝒌𝑩𝑻 𝒍𝒏 𝑽 +
𝟑

𝟐
𝒍𝒏 𝟐𝝅𝒎𝒌𝑩𝑻/𝒂𝟐

1粒子のエネルギーの期待値: 𝒆 =
𝟑

𝟐
𝒌𝑩𝑻 

1自由度あたりの運動エネルギーの平均値

𝑒 =
𝑝𝑥

2

2𝑚
+

𝑝𝑦
2

2𝑚
+

𝑝𝑧
2

2𝑚
=

3

2
𝑘𝐵𝑇 

𝒑𝒙
𝟐

𝟐𝒎
 =

𝒑𝒚
𝟐

𝟐𝒎
 =

𝒑𝒛
𝟐

𝟐𝒎
 =

𝒌𝑩𝑻

𝟐
 エネルギーの等分配則



単原子分子理想気体のエントロピー

Helmholtzエネルギー:

𝐹 = −𝑘𝐵𝑇 ln 𝑍1
𝑁  =  − 𝑁𝑘𝐵𝑇 ln 𝑉 +

3

2
ln

2𝜋𝑚𝑘𝐵𝑇

𝑎2

エントロピー: 𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆 =
3

2
𝑁𝑘𝐵𝑇 − 𝑇𝑆

𝑆 =
3

2
𝑁𝑘𝐵𝑇 + 𝑁𝑘𝐵 ln 𝑉

2𝜋𝑚

𝛽𝑎2

3/2

 系が2倍 (2N, 2V) になったときに、F, Sは2倍にならない

  F, Sが示量性量になっていない



𝑊 =
𝑁!

𝑛1!𝑛2!…𝑛𝑖!
とすると、理想気体の  (今までの a は h と置き換える)

Helmholtzエネルギー: 𝐹 = −𝑁𝑘𝐵𝑇 ln 𝑉
2𝜋𝑚

𝛽ℎ2

3/2
エントロピー: 𝑆 =

3

2
𝑁𝑘𝐵𝑇 + 𝑁𝑘𝐵 ln 𝑉

2𝜋𝑚

𝛽ℎ2

3/2
 

が示量性量にならなくなる。

ある粒子N/2 個ずつが体積 V / 2 の部屋に入れられ、仕切りがある場合を考える。

各粒子が占める体積は V / 2 なので

 𝑆 = 2
3

2

𝑁

2
𝑘𝐵 +

𝑁

2
𝑘𝐵ln

𝑉

2

2𝜋𝑚

𝛽ℎ2

3/2

仕切りを取ると、N個の粒子が V の体積をとるので、

 𝑆 =
3

2
𝑁𝑘𝐵 + 𝑁𝑘𝐵ln 𝑉

2𝜋𝑚

𝛽ℎ2

3/2

となる。部屋にあった粒子が同じ種類であれば全エントロピーは変わらないはず
だが、このSの式を使うと 𝑁𝑘𝐵ln2 だけエントロピーが変化し、矛盾する。

Gibbsのパラドックス
川勝年洋、統計力学



§5.1 古典分配関数の修正 (修正Boltzmann分布)
P. 101

直観的な考え方：

まったく同じにつくられたボールも別々の個体として区別できる

同じ種類の原子でも、別々の個体として区別するべきだろう

Gibbsのパラドックスを修正するために:

同じ種類の原子は区別できないとして微視的状態を区別する必要
がある



§5.1 古典分配関数の修正 (修正Boltzmann分布)
P. 101

今までのBoltzmann分布の導出の問題点：

同種の粒子を区別できるとして微視的状態を扱っている

例: 2粒子 (r1, p1), (r2, p2)の位相空間 (r1, p1, r2, p2)を考える

(r1, p1, r2, p2) = (ra, pa, rb, pb) と (rb, pb, ra, pa)を

別の状態と考えている



N個の同種の粒子のΓ 空間: 粒子に番号を付けて区別している
=> Γ 空間中には、粒子を入れ替えても同じ微視的状態 (下の4つのμ空間) の点がある

修正Boltzmann分布: 何を数えすぎているのか

.

μ空間
一粒子

{ 𝒓, 𝒑 }

{ 𝒓′, 𝒑′ }

.

Γ 空間
系A (N粒子)

{ 𝒓𝒊′, 𝒑𝒊′ }

.

μ空間
一粒子

{ 𝒓, 𝒑 }

{ 𝒓′, 𝒑′ }

. .



配置数: 𝑊 =
𝑁!

𝑛1!⋯𝑛𝑖!

N粒子系の分配関数 𝑍𝑁 = σ𝑖 exp −
𝒆𝑖

𝑘𝐵𝑇
=

1

𝑎3𝑁
ς𝑖  exp −

𝒆𝑖

𝑘𝐵𝑇
𝑑𝒓𝑖 𝑑𝒑𝑖

微視的状態の和を取る際には、
(粒子を区別できない) 同じ状態を省いて和を取れば問題なかったはず。

しかし積分で置き換えた時点で、位相空間全体の状態の和を取っている

§5.1 古典分配関数の修正 (修正Boltzmann分布)



P. 101

理想気体の計算では、分配関数の計算をする際に
位相空間の積分に変換をしたため、

同種の粒子が区別できないことによる 「同一の微視的状態」 を
数えすぎている。

=> 粒子の入れ替え N! だけ 𝑍𝑁 を重複して数えているので
修正する

§5.1 古典分配関数の修正 (修正Boltzmann分布)



P. 101

粒子を区別できるとする場合：分配関数 𝑍𝑁 = 𝑉𝑁 2𝜋𝑚

𝛽𝑎2

3𝑁/2

𝐹 = −𝑘𝐵𝑇 ln 𝑍𝑁 = −𝑁𝑘𝐵𝑇 ln 𝑉
2𝜋𝑚

𝛽𝑎2

3/2
= 𝑈 − 𝑇𝑆 =

3

2
𝑁𝑘𝐵𝑇 − 𝑇𝑆

𝑆 =
3

2
𝑁𝑘𝐵𝑇 + 𝑁𝑘𝐵 ln 𝑉

2𝜋𝑚

𝛽𝑎2

3/2
: 示量性量にならない

粒子を区別できないとする場合: Wや ZNを N!で割る必要がある

分配関数 𝑍𝑁 = 𝑉𝑁 2𝜋𝑚

𝛽𝑎2

3𝑁/2
/𝑁!

𝐹 = −𝑘𝐵𝑇 ln
𝑍𝑁

𝑁!
≅ −𝑁𝑘𝐵𝑇 ln 𝑉

2𝜋𝑚

𝛽𝑎2

3

2
+ 𝑁𝑘𝐵𝑇 ln 𝑁 − 𝑁𝑘𝐵𝑇

≅ −𝑁𝑘𝐵𝑇 ln
𝑉

𝑁

2𝜋𝑚

𝛽𝑎2

3/2

𝑆 =
3

2
𝑁𝑘𝐵𝑇 + 𝑁𝑘𝐵 ln

𝑉

𝑁

2𝜋𝑚

𝛽𝑎2

3/2
: V => V/N と修正され、S は示量性量となっている (Nに比例)

§5.1 古典分配関数の修正 (修正Boltzmann分布)



修正Boltzmann分布:なぜ配置数も𝑾′ = 𝑾/𝑵!に修正するのか

同種粒子の入れ替えで同じ状態の点はΓ空間中に N!個あるが、

これらのうち１つしか配置数として数えてはいけない。

・ 配置数を数えるときに、同じ状態の点を1つだけ数えれば問題なかった
・ 位相空間 (Γ空間)での和を多重積分に置き換えて全空間積分をとると、
同じ状態を𝑁!回重ねて数えてしまう

修正Boltzmann分布においてはΓ空間における配置数を

 𝑊′ =
𝑊

𝑁!
=

1

𝑛1!𝑛2!…𝑛𝑖!

と修正する。
この値は自然数でない値 (1より小さい) となっているが、
Γ空間中にはこれが N!個あるので、Γ空間全体で和を取れば、

  σ 𝑊′ = 𝑁! 𝑊 =
𝑁!

𝑛1!𝑛2!…𝑛𝑖!
と整数になる



N個の分子が体積Vの2つの箱に仕切られた状態では

 𝑆 = 2
3

2
𝑁𝑘𝐵 + 𝑁𝑘𝐵ln

𝑉

𝑁

2𝜋𝑚

𝛽ℎ2

3/2
  (今までの a は h と置き換える)

1. それぞれの部屋の気体が異種類の場合

仕切りを外すと、それぞれの分子が体積 2V を満たす

 𝑆 = 2
3

2
𝑁𝑘𝐵 + 𝑁𝑘𝐵ln

2𝑉

𝑁

2𝜋𝑚

𝛽ℎ2

3/2

となり、エントロピーは増大する

2. それぞれの部屋の気体が同種類の場合

仕切りを外すと、2N個の分子が体積 2V を満たすことになるので、

 𝑆 = 2
3

2
𝑁𝑘𝐵 + 𝑁𝑘𝐵ln

2𝑉

2𝑁

2𝜋𝑚

𝛽ℎ2

3/2

と、エントロピーは変わらない。

修正Boltzmann分布: 同種分子と異種分子の違い
川勝年洋、統計力学



正準理論

•正準集団
•任意の相互作用の系に適用できる統計分布関数
• Γ0空間とΓ空間
•分配関数



(粒子の)統計分布関数のまとめ
分布関数: 𝑓 𝑣 𝑑𝒓𝑑𝒗 = 𝑍−1exp −𝛽𝑒  

  exp −𝛽𝑒 : Boltzmann因子 (Gibbs因子)

  𝑍 = σ𝑖 exp −𝛽𝑒𝑖 : 分配関数 (状態和)

1.Maxwellの速度分布関数:速度 vを持つ粒子の数分布
・ 理想気体。粒子間の相互作用はない。分子間でのエネルギーのやり取りはある。
・ 空間の等方性から分布関数が得られる

・ 𝑬𝒊 =
𝟏

𝟐
𝒎𝒗𝒊

𝟐 の場合について正当化

2.Boltzmann分布: i番目の細胞の状態 (ri, vi)を持つ粒子の数分布 ni

・ 理想気体。分子間の相互作用はないが、分子間でのエネルギーのやり取りはある。
・ 任意の外場 𝑼𝒆𝒙 𝒓𝒊 を考える。空間は等方的とは限らない。
・ 粒子1つずつの位相空間 (μ空間)で最大確率状態を考えて分布関数が得られる

・等確率の原理
・全粒子数の制約条件 : σ𝑖 𝑛𝑖 = 𝑁 

・ 全エネルギーの制約条件: σ𝑖 𝑒𝑖𝑛𝑖 = 𝐸

・ 𝑬𝒊 =
𝟏

𝟐𝒎
𝒑𝒊

𝟐 + 𝑼𝒆𝒙 𝒓𝒊  の場合について正当化



完璧な理論－正準理論へ (系の統計分布)

一般的な全エネルギー (ハミルトニアン): 

𝑬 = σ𝒊
𝟏

𝟐𝒎
𝒑𝒊

𝟐 + σ𝒊 𝑼𝒆𝒙(𝒓𝒊) + σ𝒊,𝒋 𝑼𝒊𝒋(𝒓𝒋 − 𝒓𝒊) 

個々の粒子のエネルギー 粒子間の相互作用エネルギー
全エネルギーを各粒子のエネルギーの和で表せない

Boltzmann分布:

  𝑼𝒊𝒋 𝒓𝒋 − 𝒓𝒊 = 𝟎 とし、 𝑬 は個々の粒子のエネルギーの和で表されるとした

正準理論：

粒子間の相互作用を含めた一般的な系について、
近似のない正確な統計分布 (正準分布)を求める

・ N粒子系全体を大きな小正準集団と考え、等確率の原理を適用した。
微視的状態の数 (配置数)は各粒子の状態を表す μ空間で数えた。



粒子間の相互作用を含めた一般的な場合を扱う

問題:粒子間に相互作用があると、１粒子毎の微視的変数で

エネルギーで表せない

 => μ空間では相互作用を表せられない

解決方法:

粒子を個別に扱うことは止めて、N粒子系全体だけ考える

次の問題: このN粒子系は小正準集団にならないため、

等確率の原理が使えない

正準理論を展開する際の問題



小正準集団でないと等確率の原理が使えないので

正準集団を集めて小正準集団をつくる

系A:正準集団
・𝑬は一定ではない

小正準集団: 全エネルギー一定、等確率の原理が使える

エネルギー

・系Aは大きな熱浴Bに接触し、エネルギーのやりとりをする
・体系＋熱浴の全エネルギーは保存: 全系 (系A＋系B) は小正準集団
・エネルギーのやり取りは全体の エネルギーに比べごくわずか

系A
系B (熱浴)

p.124

正準集団: N, T一定 (外系とエネルギーのやり取りがある)

系A+系B



N粒子系全体のエネルギー Eだけ考える
このN粒子系は小正準集団にならないため、等確率の原理が使えない

・ M個の N粒子系 (Γ空間)が集まった小正準集団 (Γ0空間)を考える
・ N粒子系同志には相互作用はないが、エネルギーのやりとりができる

正準集団を集めて大きな小正準手段を作る

N粒子系をM個集めて小正準集団をつくり、 

個々のN粒子系の状態を Γ空間の細胞に割り振り、
等確率の原理を適用

𝑁 𝑁 𝑁 𝑁 𝑁 𝑁

系1 2 𝑀⋯ ⋯

エネルギー
それぞれの系は正準集団
(エネルギーが変わる)

Γ空間 Γ Γ Γ Γ Γ𝜞𝟎空間
Γ0空間全体の系を小正準集団 (エネルギー一定) にとると、等確率の原理が使える



正準集団を集めて大きな小正準手段を作る
𝜞𝟎空間: 𝑀個の状態の異なる系Aを集めて小正準集団とする

・𝑀個の系の状態は 𝜞𝟎空間の1点で指定でき, Γ 空間中のM個の点に対応する
=> Γ空間を一定の体積 a で分割する: 細胞 𝑖 はエネルギー𝐸𝑖の系 Mi 個

𝛤0空間中での体積 a0 = 𝑎𝑀

 𝑀個の体系を各細胞にそれぞれ𝑀1, 𝑀2, 𝑀3, … , 𝑀𝑖 , …個に分ける配置数

𝑊 =
𝑀!

𝑀1!𝑀2!…𝑀𝑖!…
                                             (6.1)

.

Γ0空間
系G

小正準集団

{ 𝒓𝒊, 𝒑𝒊 𝑗}

{ 𝒓𝒊′, 𝒑𝒊′ 𝑗’}

.

Γ 空間
系A

正準集団

{ 𝒓𝒊, 𝒑𝒊 }

{ 𝒓𝒊′, 𝒑𝒊′ }

細胞 Ei (体積a)

細胞 E (体積a0)

E

E+E

𝑬 =  𝑬𝒊



𝚪𝟎空間での最大確率の分布

•二つの条件のもと、配置数 W を最大化

•系の数一定  : σ𝑖 𝑀𝑖 = 𝑀   (6.2)

•全エネルギー一定 : σ𝑖 𝐸𝑖𝑀𝑖 = 𝐸0   (6.3)

最大化   : ln 𝑊 = 𝑀 ln 𝑀 − σ𝑖 𝑀𝑖 ln 𝑀𝑖

以降の数学的な導出はBoltzmann分布と同じ

・正準分布 (Boltzmann分布と同じ数式):

𝑬𝒊は各N粒子系の (粒子毎である必要はない)全エネルギー
𝑴𝒊

𝑴
=

𝟏

𝒁
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊      (6.4)

𝑍 = σ𝑖 exp −𝛽𝐸𝑖 分配関数 (状態和)  (6.5)



βの物理的な意味: 相互作用が無い場合のBoltzmann分布への漸近から導出
P. 151

正準分布: 𝑬𝒊は i番目のN粒子系の (粒子毎である必要はない) 全エネルギー
𝑴𝒊

𝑴
=

𝟏

𝒁
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊      (6.4)

Boltzmann分布: 𝒆𝒊は i 番目の粒子のエネルギー
𝒏𝒊

𝑵
=

𝟏

𝒁
𝐞𝐱𝐩 −

𝒆𝒊

𝒌𝑩𝑻

粒子間に相互作用が無い系の正準分布は、

各粒子を別々の系と考えてもよいので、Boltzmann分布に一致しないといけない

 𝜷 =
𝟏

𝒌𝑩𝑻



βの物理的な意味: 正準分布から導出
P. 151

ln 𝑊 = 𝑀 ln 𝑀 − σ𝑖 𝑀𝑖 ln 𝑀𝑖 

𝑀𝑖 → 𝑀𝑖 + 𝛿𝑀𝑖 の変分を取る

𝑑 ln 𝑊 = − σ𝑖 1 + ln 𝑀𝑖 𝛿𝑀𝑖 ≅ − σ𝑖 ln 𝑀𝑖 𝛿𝑀𝑖  

𝑀𝑖 = 𝑒−𝛼−𝛽𝐸𝑖 ⇒ ln 𝑀𝑖 = −𝛼 − 𝛽𝐸𝑖 

𝑑 ln 𝑊 = σ𝑖 𝛼 + 𝛽𝐸𝑖 𝑑𝑀𝑖 = 𝛼𝑑𝑀 + 𝛽𝑑𝐸 E: M個の正準集団の全エネルギー

※ 𝒅𝑬 =
𝟏

𝜷
𝒅 𝐥𝐧 𝑾 −

𝜶

𝜷
𝒅𝑴 

熱力学第一法則 𝒅𝑼 = −𝒑𝒅𝑽 + 𝑻𝒅𝑺 + 𝝁𝒅𝑵 

M個の正準集団で 𝑉 =一定の場合、 𝑑𝐸 = 𝑀𝑇𝑑𝑆 + 𝑀𝜇𝑑𝑁

正準集団１つあたりのエントロピーを比較

𝑆 =
1

𝛽𝑇

1

M
ln 𝑊 =

1

𝛽𝑇
ln 𝑊′ ⇒  𝛽 =

1

𝑘𝐵𝑇
, 𝛼 = −𝛽𝑀𝜇 



正準統計の導出:エネルギーから
宮下精二、熱・統計力学 (培風館 1993)

P. 127, 154

正準集団: N, T一定 (外系とエネルギーのやり取りがある)

正準集団A (エネルギー E1), B (E2 = E – E1) からなる小正準集団を考える。

Bは十分大きく、温度 TBは一定である (熱浴) とみなす。

W1(E1):系AがE1の状態をとる配置数

系AがE1の状態を取る確率： p(E1) = W1(E1)W2(E – E1) / W(E)

       𝑊 = σ𝐸1
𝑊1 𝐸1 𝑊2(𝐸 − 𝐸1): E1に依存しない



正準統計の導出:エネルギーから
宮下精二、熱・統計力学 (培風館 1993)

P. 127, 154

系AがE1の状態を取る確率： p(E1) = W1(E1)W2(E – E1) / W(E)

p(E1)が最大になる条件:
𝑑𝑝(𝐸

1
) 

𝑑𝐸
1

= 0, 𝑊 𝐸 は定数

𝑑𝑝(𝐸1) 

𝑑𝐸1

=
𝑑𝑊1 𝐸1

𝑑𝐸1

𝑊2 𝐸 − 𝐸1 − 𝑊1 𝐸1
𝑑𝑊2 𝐸−𝐸1

𝑑𝐸1

/𝑊 = 0

      => 
𝑑𝑊1 𝐸1

𝑑𝐸1

/𝑊1 𝐸1 −
𝑑𝑊2 𝐸−𝐸1

𝑑𝐸1

/𝑊2 𝐸 − 𝐸1 = 0

 𝒅𝐥𝐧𝑾𝟏 𝑬𝟏 /𝒅𝑬𝟏 = 𝒅𝐥𝐧𝑾𝟐 𝑬𝟐 /𝒅𝑬𝟐



正準統計の導出:エネルギーから
宮下精二、熱・統計力学 (培風館 1993)

P. 127, 154

𝒅𝐥𝐧𝑾𝟏 𝑬𝟏 /𝒅𝑬𝟏 = 𝒅𝐥𝐧𝑾𝟐 𝑬𝟐 /𝒅𝑬𝟐

※
𝒅𝐥𝐧𝑾

𝟏
(𝑬

𝟏
) 

𝒅𝑬
𝟏

=
𝒅𝐥𝐧𝑾

𝟐
(𝑬

𝟐
) 

𝒅𝑬
𝟐

 の左辺、右辺は各正準集団のみの関数

=>
𝒅𝐥𝐧𝑾

𝟏
(𝑬

𝟏
) 

𝒅𝑬
𝟏

は系に依存しない関数 f に等しい

   ( fの変数は平衡を規定する T, P, μ等のみが許される)

𝑾𝟏(𝑬𝟏)  ∝ 𝐞𝐱𝐩 𝒇𝑬𝟏

熱力学との比較から、f = –1/(kBT)

 𝑾𝟏(𝑬𝟏)  ∝ 𝐞𝐱𝐩 −
𝑬𝟏

𝒌
𝑩

𝑻
: 正準分布



Boltzmann分布と正準分布の違い

Boltzmann分布: 相互作用のない粒子個々が従う分布関数

  𝒆𝒊は i 番目の状態の粒子のエネルギー

  𝒏𝒊は i 番目の状態の粒子の数
𝒏𝒊

𝑵
=

𝟏

𝒁
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝒆𝒊

正準分布: 任意の相互作用がある系が従う分布関数

 𝑬𝒊は i 番目の状態のN粒子系の全エネルギー
 𝑴𝒊は i 番目の状態のN粒子系の数

𝑴𝒊

𝑴
=

𝟏

𝒁
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊



大正準集団



異なるエネルギーを持つ集団の出現確率は分からない
 異なる状態の系A (エネルギーが変われる) を集めて小正準集団系G を作る
𝜞𝟎空間: 𝑀個の状態の異なる系A { 𝒓𝒊, 𝒑𝒊 𝑗 , 𝑖 = 1,2, ⋯ 𝑁}, 𝑗 = 1,2, ⋯ 𝑀 を集める。

𝑀個の系の状態は 𝜞𝟎空間の1点で指定でき, Γ 空間中のM個の点に対応する

 Γ 空間中の細胞 i に Mi 個の系Aが配置された状態の配置数W

=> Γ0空間中の異なる点に対応する:同じ配置(状態)の全体積は a0W

等確率の原理: Γ0空間が小正準集団であれば、出現確率は a0W に比例
=> 最大配置数の状態が観測される状態

一次元当たりの細胞の長さを l とする: Γ 空間の細胞の体積 a = l6N

         Γ0空間の細胞の体積 a0 = l6NM = aM

大正準集団: 正準集団を集めて小正準集団を作る

.

Γ0空間
系G

小正準集団

{ 𝒓𝒊, 𝒑𝒊 𝑗}

{ 𝒓𝒊′, 𝒑𝒊′ 𝑗’}

.

Γ 空間
系A

正準集団

{ 𝒓𝒊, 𝒑𝒊 }

{ 𝒓𝒊′, 𝒑𝒊′ }

細胞 Ei (体積a)

細胞 E (体積a0)

E

E+E

𝑬 =  𝑬𝒊



§6.3, 7.4 大正準集団の統計
小正準集団 : N, E一定 ＝＞等確率の原理

正準集団 : N, T一定 (外系とエネルギーのやり取りがある)

大正準集団 : μ, T一定 (外系とエネルギー、粒子のやり取りがある)

P. 130, 155

0 − ∞ 0 − ∞ 0 − ∞ 0 − ∞ 0 − ∞ 0 − ∞

体系1 2 𝑀⋯ ⋯

エネルギー

Γ空間 Γ Γ Γ Γ Γ𝜞𝟎空間

粒子

細胞𝒊
粒子数が𝑁の時エネルギー𝐸𝑁,𝑖

この状態を取る体系の数𝑀𝑁,𝑖

Γ0空間中での体積= 𝑎𝑀

𝑀個の系のうち、 𝑁, 𝑖の状態を占める系
の数が𝑀𝑁,𝑖である配置数

𝑊 =
𝑀!

ς𝑁,𝑖 𝑀𝑁,𝑖!
                         (6.21)



Γ0空間での最大確率の分布

制約条件

• 系の数一定  : σ𝑁,𝑖 𝑀𝑁,𝑖 = 𝑀  (6.22)

• 全エネルギー一定 : σ𝑁,𝑖 𝐸𝑖𝑀𝑁,𝑖 = 𝐸0  (6.23)

• 全粒子数一定  : σ𝑁,𝑖 𝑁𝑀𝑁,𝑖 = 𝑁0  (6.24)

のもと、

ln 𝑊 = ln
𝑀!

ς𝑁,𝑖 𝑀𝑁,𝑖!
= ln 𝑀! − ln ς𝑁,𝑖 𝑀𝑁,𝑖!

= ln 𝑀! − σ𝑁,𝑖 ln 𝑀𝑁,𝑖!

= 𝑀 ln 𝑀 − 1 − σ𝑁,𝑖 𝑀𝑁,𝑖 ln 𝑀𝑁,𝑖 − 1

を最大化

p.131



大正準分布
ラグランジュの未定乗数法:

𝐿 𝑀1,1, … , 𝑀𝑁,𝑖 , … , α, β, 𝛾 = 𝑀 ln 𝑀 − 1 − σ𝑁,𝑖 𝑀𝑁,𝑖 ln  𝑀𝑁,𝑖 − 1

  −α σ𝑁,𝑖 𝑀𝑁,𝑖 − 𝑀 − β σ𝑁,𝑖 𝐸𝑁,𝑖𝑀𝑁,𝑖 − 𝐸0 − 𝛾 σ𝑁,𝑖 𝑁𝑀𝑁,𝑖 − 𝑁0

𝜕𝐿

𝜕𝑀𝑁,𝑖
= −

𝜕

𝜕𝑀𝑁,𝑖
 𝑀𝑁,𝑖ln 𝑀𝑁,𝑖 − 𝑀𝑁,𝑖 − α

𝜕

𝜕𝑀𝑁,𝑖
𝑀𝑁,𝑖 − β

𝜕

𝜕𝑀𝑁,𝑖
𝐸𝑁,𝑖𝑀𝑖 − 𝛾

𝜕

𝜕𝑀𝑁,𝑖
𝑁𝑀𝑁,𝑖 = 0

※ − ln 𝑀𝑁,𝑖 + 1 − 1 − 𝛼 − β𝐸𝑁,𝑖 − 𝛾𝑁 = 0

 ＝＞ ln 𝑀𝑁,𝑖 = − α − β𝐸𝑁,𝑖 − 𝛾𝑁

𝑴𝑵,𝒊 = 𝐞𝐱𝐩 − 𝜶 − 𝜷𝑬𝑵,𝒊 − 𝜸𝑵 = 𝐞𝐱𝐩 − 𝛂 𝐞𝐱𝐩 −𝜸𝑵 𝐞𝐱𝐩 −𝛃𝑬𝑵,𝒊

exp − α =
𝑀

𝑍𝐺

exp −𝛾 = 𝜆と置き、

 𝑀𝑁,𝑖 =
𝑀

𝑍𝐺
𝜆𝑁 exp −β𝐸𝑁,𝑖  (6.25)



大正準分布

系が粒子数𝑁、エネルギー𝐸𝑁,𝑖の状態を占める確率

𝑀𝑁,𝑖

𝑀
=

1

𝑍𝐺
𝜆𝑁exp −β𝐸𝑁,𝑖 =

𝜆𝑁exp −β𝐸𝑁,𝑖

σ𝑁,𝑖 𝜆𝑁exp −β𝐸𝑁,𝑖
 (6.27) 

大正準分布

σ𝑁,𝑖 𝑀𝑁,𝑖 = 𝑀     (6.22)

⇒ σ𝑁,𝑖
𝑀

𝑍𝐺
𝜆𝑁exp −β𝐸𝑁,𝑖 = 𝑀

大分配関数: 𝒁𝑮 = σ𝑵,𝒊 𝝀𝑵𝐞𝐱𝐩 −𝛃𝑬𝑵,𝒊  (6.26)



𝜆の意味: 化学ポテンシャル

𝑍𝐺 = σ𝑁,𝑖 𝜆𝑁exp −β𝐸𝑁,𝑖 : 大分配関数

Boltzmann分布の導入と同様、𝛽 =
1

𝑘𝐵𝑇

・体積一定, 𝛽 → 𝛽 + 𝑑𝛽, 𝜆 → 𝜆 + 𝑑𝜆

𝑑 ln 𝑍𝐺 =
1

𝑍𝐺
𝑑𝑍𝐺 =

− σ𝑁,𝑖 𝐸𝑁,𝑖 𝜆𝑁exp −β𝐸𝑁,𝑖 𝑑𝛽+σ𝑁,𝑖 𝑁𝜆𝑁−1exp −β𝐸𝑁,𝑖 𝑑𝜆

𝑍𝐺

𝑝𝑁,𝑖 =
𝑀𝑁,𝑖

𝑀
=

𝜆𝑁exp −β𝐸𝑁,𝑖

σ𝑁,𝑖 𝜆𝑁exp −β𝐸𝑁,𝑖
  (6.27) 

から、エネルギーの平均値: 𝐸 = σ𝑁,𝑖 𝐸𝑁,𝑖 𝑝𝑁,𝑖 =
σ𝑁,𝑖 𝐸𝑁,𝑖 𝜆𝑁exp −β𝐸𝑁,𝑖

σ𝑁,𝑖 𝜆𝑁exp −β𝐸𝑁,𝑖

粒子数の平均値: 𝑁 = σ𝑁,𝑖 𝑁 𝑝𝑁,𝑖 =
σ𝑁,𝑖 𝑁 𝜆𝑁exp −β𝐸𝑁,𝑖

σ𝑁,𝑖 𝜆𝑁exp −β𝐸𝑁,𝑖

𝑑 ln 𝑍𝐺 = − 𝐸 𝑑𝛽 + 𝑁
𝑑𝜆

𝜆
   (6.28)



𝜆の意味: 活量と化学ポテンシャル

𝑑 ln 𝑍𝐺 = 𝑁
𝑑𝜆

𝜆
− 𝐸 𝑑𝛽      (6.28)

ギブス―デュエムの関係式 𝑑
𝑝𝑉

𝑇
= 𝑁𝑑

𝜇

𝑇
+

𝑈

𝑇2 𝑑𝑇 +
𝑝

𝑇
𝑑𝑉  (2.53)

 𝝁: 化学ポテンシャル

体積一定の時

𝑑
𝑝𝑉

𝑘𝐵𝑇
= 𝑁𝑑

𝜇

𝑘𝐵𝑇
+

𝑈

𝑘𝐵𝑇2 𝑑𝑇      (6.29)

𝛽 =
1

𝑘𝐵𝑇
⇒ 𝑑𝛽 = −

1

𝑘𝐵𝑇2 𝑑𝑇 から

𝑑 ln 𝑍𝐺 = 𝑁
𝑑𝜆

𝜆
− 𝐸 𝑑𝛽      (6.28)

= 𝑁 𝑑 ln 𝜆 +
𝐸

𝑘𝐵𝑇2 𝑑𝑇     (6.30)

(6.29)と(6.30)を比較

ln 𝜆 =
𝜇

𝑘𝐵𝑇
 ⇒ 𝜆 = exp

𝜇

𝑘𝐵𝑇
活量 (溶液)、フガシティ (気体) (6.31)

𝑝𝑉

𝑇
= 𝑘𝐵 ln 𝑍𝐺 ⇒  𝑝𝑉 = 𝑘𝐵𝑇 ln 𝑍𝐺     (6.32)

p.132



大正準分布・大分配関数: まとめ

𝜆 = exp 𝛽𝜇  

大正準分布 温度𝑇一定、エネルギーと粒子数が変化する系の平衡分布

𝑝𝑁,𝑖 =
𝑀𝑁,𝑖

𝑀
=

𝜆𝑁exp −β𝐸𝑁,𝑖

𝑍𝐺
=

exp 𝛽 𝑁𝜇𝑁,𝑖−𝐸𝑁,𝑖

𝑍𝐺

=
exp

𝑁𝜇𝑁,𝑖−𝐸𝑁,𝑖
𝑘𝐵𝑇

𝑍𝐺
       (6.33)

大分配関数

𝑍𝐺 = σ𝑁,𝑖 𝜆𝑁exp −β𝐸𝑁,𝑖 = σ𝑁,𝑖 exp −
𝑁𝜇𝑁,𝑖−𝐸𝑁,𝑖

𝑘𝐵𝑇
  (6.34)



グランドポテンシャル Ω (熱力学ポテンシャル)

𝑑 ln 𝑍𝐺 = − 𝐸 𝑑𝛽 + 𝑁
𝑑𝜆

𝜆

𝑍𝐺 = exp −𝛽Ω 𝑉, 𝑇, 𝜇     (6.42)

Ω 𝑉, 𝑇, 𝜇 = −𝑘𝐵𝑇 ln 𝑍𝐺: グランドポテンシャル

𝑝𝑉 = 𝑘𝐵𝑇 ln 𝑍𝐺 (6.32)に (6.42)を代入

𝑝𝑉 = 𝑘𝐵𝑇 −𝛽Ω 𝑉, 𝑇, 𝜇 ⇒ Ω = −𝑝𝑉  (6.43)

𝑑Ω = −𝑝𝑑𝑉 − 𝑉𝑑𝑝     (6.44)

ギブス－デュエムの関係 𝑁𝑑𝜇 + 𝑆𝑑𝑇 − 𝑉𝑑𝑝 = 0と (6.44) から

𝑑Ω = −𝑝𝑑𝑉 − 𝑁𝑑𝜇 − 𝑆𝑑𝑇

 𝑁 = −
𝜕Ω

𝜕𝜇 𝑇,𝑉
    (6.45)

 𝑝 = −
𝜕Ω

𝜕𝑉 𝑇,𝜇
    (6.46)

 𝑆 = −
𝜕Ω

𝜕𝑇 𝑉,𝜇
    (6.47)



小正準集団、正準集団、大正準集団

小正準集団: (微視的状態が異なるすべての) N, Eが同じ粒子系の集まり

・ 等確率の原理が適用できる

・ 𝑝𝑖 = 1/𝑊 (if 𝐸𝑖  in [𝐸, 𝐸 + ∆𝐸]) :出現確率は一定

・ 𝑆 = 𝑘𝐵 ln 𝑊

正準集団 : Nが同じだが、Eが異なる粒子系の集まり

・ 𝑝(𝐸𝑖) = exp −𝐸𝑖/𝑘𝐵𝑇 /𝑍 : 出現確率は E の関数

・ 𝐹 = −𝑘𝐵𝑇 ln 𝑍

大正準集団: N, Eが異なる粒子系の集まり

・ 𝑝(𝐸𝑖,𝑁 , 𝑁) = exp 𝑁𝜇𝑖,𝑁 − 𝐸𝑖,𝑁 /𝑘𝐵𝑇 /𝑍𝐺  : 出現確率は N, Eの関数

・ Ω 𝑉, 𝑇, 𝜇 = −𝑝𝑉 = −𝑘𝐵𝑇 ln 𝑍𝐺



•古典統計力学の応用



統計分布関数から物理量を求める方法

1. Z を計算

2.統計平均として物理量 Pを導出

𝑃 = σ𝑖 𝑃𝑖𝑓 𝐸𝑖 =  𝑃(𝐫, 𝐩) ⋅ 𝑓(𝐫, 𝐩)𝐝𝐫𝐝𝐩

  平均エネルギーの例: 𝐸 = σ𝑖 𝐸𝑖𝑓 𝐸𝑖 =  𝐸(𝐫, 𝐩) ⋅ 𝑓(𝐫, 𝐩)𝐝𝐫𝐝𝐩

3. 分配関数の微分として物理量を導出

平均エネルギー 𝐸 = −𝑁
𝑑 ln 𝑍

𝑑(1/𝑘𝐵𝑇)
      (4.34)

(平均)粒子数 𝑁
𝑑𝑍

𝑑𝐸𝑖
= −

1

𝑘𝐵𝑇
σ exp −𝐸𝑖/𝑘𝐵𝑇 = −

1

𝑘𝐵𝑇
𝑁

(平均)分極 𝜇         
𝑑𝑍

𝑑𝐵
=

1

𝑘𝐵𝑇
σ 𝜇𝑖exp +𝜇𝑖𝐵/𝑘𝐵𝑇 =

1

𝑘𝐵𝑇
𝜇

4.自由エネルギーの微分として物理量を導出

Helmholtzエネルギー 𝐹 = −𝑁𝑘𝐵𝑇 ln 𝑍      (4.41)

体積弾性率 BV :𝐹 = 𝐹0 + (1/2)𝐵𝑉 𝑉/𝑉0
2 ＝＞ 𝐵𝑉 =

𝑑2𝐹

𝑑(𝑉/𝑉0)2



エネルギーを直接測定する方法は少ない

私たちが測定できるもの：
系に何か（刺激: 熱量、圧力、電磁場など）を与えて、
系の変化（応答: 温度変化、体積変化など）を観測する

=> 刺激に対する応答の大きさが「物性」

熱力学の場合: 刺激として熱量 (Joule熱など) や仕事を与える
T, P, Vは簡単に測定できる

第一法則: 𝑑𝑈 = −𝑃𝑑𝑉 + 𝛿𝑄 =
𝜕𝑈

𝜕𝑇 𝑉
𝑑𝑇 +

𝜕𝑈

𝜕𝑉 𝑇
𝑑𝑉 = 𝐶𝑉𝑑𝑇 +

𝜕𝑈

𝜕𝑉 𝑇
𝑑𝑉

 ⟹ 𝐶𝑉 =
𝜕𝑄

𝜕𝑇 𝑉
=

𝜕𝑈

𝜕𝑇 𝑉

   𝑈 𝑇 = 0

𝑇
𝐶𝑉(𝑇′) 𝑑𝑇′

   𝑆 𝑇 = 0

𝑇 𝐶𝑉(𝑇′)

𝑇′
𝑑𝑇′

   𝐹 𝑇 = 𝑈 𝑇 − 𝑆 𝑇 𝑇

なぜ CV の計算ばかりするのか



理想気体の粒子の速度分布の物理量 g(v) の平均値

注: 分布関数は ri = (xi, yi, zi) の関数でもあるので、drについての積分が必要

• 速度空間中で速度が 𝒗~𝒗 + 𝑑𝒗 の範囲にある分子数(3.29)を𝒓で積分

𝒓
𝑓 𝒗 𝑑𝒓𝑑𝒗 = 𝒓

ρ
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
exp −

𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
𝑑𝒓𝑑𝒗

= 𝑉ρ
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
exp −

𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
 𝑑𝒗 = 𝑁

𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
exp −

𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
 𝑑𝒗 (3.34)

• ある分子が速度空間内の𝒗~𝒗 + 𝑑𝒗の範囲に見出される確率𝑝 𝒗 𝑑𝒗:

  (3.34)を𝑁で割る

𝑝 𝒗 𝑑𝒗 =
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
exp −

𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
 𝑑𝒗 (3.35)

• 𝒗 に関する物理量 𝑔 𝒗 の平均値

𝑔 𝒗 =  𝑔 𝒗 𝑝 𝒗 𝑑𝒗                                               (3.36)



各種の平均値: 𝒗𝟐

• 𝑣2の平均値

𝑣2 =
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
 𝑣2 exp −

𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
 𝑑𝒗 (3.37)

𝑣2exp −
𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
は速度空間内で球対称 ⇒ 𝑑𝒗 = 4𝜋𝑣2𝑑𝑣

𝑣2 =
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
4𝜋 0

∞
𝑣4exp −

𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
𝑑𝑣

𝑥 =
𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
⇒ 𝑣 =

2𝑘𝐵𝑇

𝑚

1/2
𝑥1/2 ⇒ 𝑑𝑣 =

2𝑘𝐵𝑇

𝑚

1/2 𝑥−1/2

2
𝑑𝑥

𝑣2 =
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇

3

2
4𝜋 0

∞ 2𝑘𝐵𝑇

𝑚

2
𝑥2𝑒−𝑥 2𝑘𝐵𝑇

𝑚

1/2 𝑥−1/2

2
𝑑𝑥 

= 𝜋−𝟑/𝟐 𝑚

2𝑘𝐵𝑇

3

2
2𝜋 0

∞ 2𝑘𝐵𝑇

𝑚

5/2
𝑥3/2𝑒−𝑥𝑑𝑥 

=
𝟐

𝝅𝟏/𝟐

2𝑘𝐵𝑇

𝑚

𝑝

2


0

∞
𝑥

3

2𝑒−𝑥𝑑𝑥 (3.38)



各種の平均値: 𝒗𝟐

Γ関数 Γ 𝑠 = 0

∞
𝑥𝑠−1𝑒−𝑥𝑑𝑥  (𝑠 > 0)  (3.39)

𝑣𝑝 =
2

𝜋1/2

2𝑘𝐵𝑇

𝑚

𝑝

2
𝛤

𝑝+3

2
 (3.41)

𝒑 = 𝟏: 𝛤 2 = 1! = 1

𝑣 =
2

𝜋1/2

2𝑘𝐵𝑇

𝑚

1

2
𝛤 2 =

2

𝜋1/2

2𝑘𝐵𝑇

𝑚

1

2
 (3.42)

𝒑 = 𝟐: Γ 5/2 =
3

2
∙

1

2
∙ 𝜋

1

2
 =

3

4
𝜋

1

2
 

𝑣2 =
2

𝜋1/2

2𝑘𝐵𝑇

𝑚

1

2
𝛤 5/2 =

2

𝜋1/2

2𝑘𝐵𝑇

𝑚

3

4
𝜋

1

2 =
3𝑘𝐵𝑇

𝑚
(3.45)

 



運動エネルギーと等分配則

分子の速度の2乗の平均値

𝑣2 =
2

𝜋1/2

2𝑘𝐵𝑇

𝑚

1/2
𝛤 5/2 =

3𝑘𝐵𝑇

𝑚
  (3.45)

運動エネルギーの平均値

𝑒 =
𝑚 𝑣2

2
=

𝟑𝒌𝑩𝑻

𝟐
    (3.46)

=
𝟑𝒌𝑩𝑻

𝟐
=

𝒎 𝒗𝟐

𝟐
= 𝒎

𝒗𝒙
𝟐 + 𝒗𝒚

𝟐 + 𝒗𝒛
𝟐

𝟐

等方性から 𝑣𝑥
2 = 𝑣𝑦

2 = 𝑣𝑧
2 =

1

3
𝑣2  (3.48)

エネルギー等分配則
𝑚𝑣𝑥

2

2
=

𝑚𝑣𝑦
2

2
=

𝑚𝑣𝑧
2

2
=

𝑘𝐵𝑇

2
   (3.49)

気体分子の運動エネルギーの平均値は、

自由度1つ当たり、
𝑘𝐵𝑇

2
ずつ等分に分配される

 



熱速度

熱速度: 温度Tの平衡分布における平均速度: 速度の二乗平均の平方根
1

2
𝑚 𝑣2 =

3

2
𝑘𝐵𝑇 

𝑣𝑡 = 𝑣2 =
3𝑘𝐵𝑇

𝑚

1

2
      (3.50)

27℃におけるヘリウム原子の熱速度

𝑚 =
𝑀

𝑁𝐴
=

4.00×103 [𝑘𝑔/𝑚𝑜𝑙]

6.02×1023[/𝑚𝑜𝑙]
= 6.64 × 10−27kg

𝑣𝑡 =
3∙1.38×10−23 J/K ∙300[K]

6.64×10−23[kg]

1/2

= 1.37 × 103 m/s



単原子理想気体の内部エネルギー

単原子: 振動・回転の内部自由度は無い

•気体全体の力学的エネルギー: 各分子の運動エネルギー 𝒆 𝒋 の和

𝐸 = 𝑒 1 + 𝑒 2 + ⋯ + 𝑒 𝑁    (3.51)

𝑒 𝑗 =
𝑚

2
𝒗𝒊

2
=

3𝑘𝐵𝑇

2

 １自由度当たり
𝑚

2
𝑣𝑥

2
=

𝑘𝐵𝑇

2
(等分配則)

1モルの理想気体の内部エネルギー

𝑼 = 𝑵𝑨 𝑒 = 𝑵𝑨
𝟑𝒌𝑩𝑻

𝟐
=

𝟑𝑹

𝟐
𝑻

 内部エネルギーは温度のみに依存



§5.3 2原子分子気体: 重心運動と相対運動
P. 106

重心の運動: 質量𝑀 = 𝑚𝐴 + 𝑚𝐵 の分子の理想気体と同じに扱える

重心を中心とした運動: 

相対位置 𝒓𝑹 = 𝒓𝑩 − 𝒓𝑨 を極座標 (𝑟, 𝜃, 𝜑)で表して
扱うことができる => 2つの自由度が回転 (𝜃, 𝜑)、1つは振動 (𝑟)

N原子からなる分子の場合:

重心運動の自由度 : 3

分子の回転の自由度: 2 (棒状分子)

             3 (非棒状分子)

分子内振動の自由度: 3N – 5 (N = 2)

             3N – 6 (N > 2)

５－４図 極座標



§5.3 2原子分子気体: 重心運動と相対運動
P. 106

原子A:質量 𝑚𝐴, 電荷 q,位置 𝒓𝑨, 速度 𝒗𝑨

原子B:質量 𝑚𝐵, 電荷 –q,位置 𝒓𝑩, 速度 𝒗𝑩 

𝑚𝐴
𝑑

𝑑𝑡
𝒗𝑨 = 𝑭𝑨 + 𝑭𝑩→𝑨   𝑭𝑨, 𝑭𝑩: A, Bにかかる外力 

𝑚𝐵
𝑑

𝑑𝑡
𝒗𝑩 = 𝑭𝑩 + 𝑭𝑨→𝑩 𝑭𝑨→𝑩 = −𝑭𝑩→𝑨: AがBに及ぼす力

重心の運動:

𝑚𝐴 + 𝑚𝐵
𝑑

𝑑𝑡

𝑚𝐴𝒗𝑨+𝑚𝐵𝒗𝑩

𝑚𝐴+𝑚𝐵
= 𝑭𝑨 + 𝑭𝑩   =>  𝑀

𝑑

𝑑𝑡
𝒗𝑮 = 𝑭𝒕𝒐𝒕

  𝒓𝑮 =
𝑚𝐴𝒓𝑨+𝑚𝐵𝒓𝑩

𝑚𝐴+𝑚𝐵
: 重心の位置

  𝒗𝑮 =
𝑚𝐴𝒗𝑨+𝑚𝐵𝒗𝑩

𝑚𝐴+𝑚𝐵
: 重心の速度

  𝑀 = 𝑚𝐴 + 𝑚𝐵 : 全質量

重心を中心とした運動:

 μ
𝑑

𝑑𝑡
𝒗𝑩 − 𝒗𝑨 = 𝑭𝑨→𝑩 +

𝑚𝐴𝑭𝑩−𝑚𝐵𝑭𝑨

𝑚𝐴+𝑚𝐵

  𝒗𝑹 = 𝒗𝑩 − 𝒗𝑨 : 相対速度

  μ−1 = 𝑚𝐴
−1 + 𝑚𝐵

−1: 換算質量

運動エネルギー: 𝐾 =
1

2
𝑚𝐴𝑣𝐴

2 +
1

2
𝑚𝐵𝑣𝐵

2 =
1

2
𝑀𝐺𝑣𝐺

2 +
1

2
μ𝑣𝑅

2



デカルト座標 (𝒙, 𝒚, 𝒛) と極座標 (𝒓, 𝜽, 𝝋):
𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 cos 𝜑 𝑦 = 𝑟 cos 𝜃 sin 𝜑 𝑧 = 𝑟 sin 𝜃

ሶ𝑥2 = ሶ𝑟 cos 𝜃 cos 𝜑 + 𝑟 ሶ𝜃 sin 𝜃 cos 𝜑 + 𝑟 ሶ𝜑 cos 𝜃 sin 𝜑
2

ሶ𝑦2 = ሶ𝑟 cos 𝜃 sin 𝜑 + 𝑟 ሶ𝜃 sin 𝜃 sin 𝜑 − 𝑟 ሶ𝜑 cos 𝜃 cos 𝜑
2

ሶ𝑧2 = ሶ𝑟 sin 𝜃 − 𝑟 ሶ𝜃 cos 𝜃
2

  ሶ𝑥2 + ሶ𝑦2 + ሶ𝑧2 = ሶ𝑟2 + 𝑟 cos 𝜃 ⋅ ሶ𝜑 2 + 𝑟 ሶ𝜃
2

𝐿 =
𝑚

2
ሶ𝑟2 + 𝑟 cos 𝜃 ⋅ ሶ𝜑 2 + 𝑟 ሶ𝜃

2
− 𝑉(𝑟, 𝜑, 𝜃)

 𝑝𝑟 = 𝜕𝐿/𝜕 ሶ𝑟 = 𝑚 ሶ𝑟

 𝑝𝜃 = 𝜕𝐿/𝜕 ሶ𝜃 = 𝑚𝑟2 ሶ𝜃
 𝑝𝜑 = 𝜕𝐿/𝜕 ሶ𝜑 = 𝑚𝑟2 cos2 𝜃 ⋅ ሶ𝜑

 オイラー・ラグランジの方程式
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞𝑟
−

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑟
= 0

極座標でのラグランジ方程式



1.ラグランジアンからの導出:

𝐻 = 𝐻 𝑞, 𝑝 = σ 𝑝𝑗 ሶ𝑞𝑗 − 𝐿 = 𝑇 + 𝑉

𝑝𝑟 = 𝜕𝐿/𝜕 ሶ𝑟 = 𝑚 ሶ𝑟 𝑝𝜑 = 𝜕𝐿/𝜕 ሶ𝜑 = 𝑚𝑟2 cos2 𝜃 ⋅ ሶ𝜑 𝑝𝜃 = 𝜕𝐿/𝜕 ሶ𝜃 = 𝑚𝑟2 ሶ𝜃

𝐻 =
1

2𝑚
𝑝𝑟

2 +
𝑝𝜑

𝑟 cos 𝜃

2
+

𝑝𝜃

𝑟

2
+ 𝑉(𝑟, 𝜑, 𝜃) 

2.デカルト座標 (𝒙, 𝒚, 𝒛) から極座標 (𝒓, 𝜽, 𝝋)への変換による導出:

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 cos 𝜑 𝑦 = 𝑟 cos 𝜃 sin 𝜑 𝑧 = 𝑟 sin 𝜃

ሶ𝑥2 = ሶ𝑟 cos 𝜃 cos 𝜑 + 𝑟 ሶ𝜃 sin 𝜃 cos 𝜑 + 𝑟 ሶ𝜑 cos 𝜃 sin 𝜑
2

ሶ𝑦2 = ሶ𝑟 cos 𝜃 sin 𝜑 + 𝑟 ሶ𝜃 sin 𝜃 sin 𝜑 − 𝑟 ሶ𝜑 cos 𝜃 cos 𝜑
2

ሶ𝑧2 = ሶ𝑟 sin 𝜃 − 𝑟 ሶ𝜃 cos 𝜃
2

  ሶ𝑥2 + ሶ𝑦2 + ሶ𝑧2 = ሶ𝑟2 + 𝑟 cos 𝜃 ⋅ ሶ𝜑 2 + 𝑟 ሶ𝜃
2

  𝐻 =
1

2
𝑚 ሶ𝑟2 + 𝑟 cos 𝜃 ⋅ ሶ𝜑 2 + 𝑟 ሶ𝜃

2
+ 𝑉 𝑟, 𝜑, 𝜃

  =
1

2𝑚
𝑝𝑟

2 +
𝑝𝜑

𝑟 cos 𝜃

2
+

𝑝𝜃

𝑟

2
+ 𝑉(𝑟, 𝜑, 𝜃)

回転エネルギー並進エネルギー

極座標でのラグランジ方程式



§5.3 2原子分子気体の分配関数
P. 106

原子A, Bからなる分子の重心を原点にとった極座標を考える
各分子のエネルギー

𝐻 =
𝑃2

2𝑀
+

𝑚𝐴𝑎2+𝑚𝐵𝑏2

2
ሶ𝜃2 + ሶ𝜑2sin2𝜃 =

𝑃2

2𝑀
+

1

2𝐼
𝑝𝜃

2 +
𝑝𝜑

2

sin2𝜃
 (5.30,31)

  𝑀 = 𝑚𝐴+ 𝑚𝐵,  𝑷 = 𝑚𝐴𝒗𝑨 + 𝑚𝐵𝒗𝑩 = 𝑴𝒗𝑮

  𝐼=
𝑚𝐴𝑎2+𝑚𝐵𝑏2

2
 : 慣性モーメント

分配関数

𝒁𝒎𝒐𝒍𝒆𝒄𝒖𝒍𝒆 = σ𝒊 𝐞𝐱𝐩 −
𝑬𝒎𝒐𝒍𝒆𝒄𝒖𝒍𝒆

𝒌𝑩𝑻
 = σ𝒊 𝐞𝐱𝐩 −

𝑬𝑮+𝑬𝑹+𝑬𝒗𝒊𝒃

𝒌𝑩𝑻
 

  = σ𝑮 𝐞𝐱𝐩 −
𝑬𝑮

𝒌𝑩𝑻
σ𝑹 𝐞𝐱𝐩 −

𝑬𝑹

𝒌𝑩𝑻
 σ𝒗𝒊𝒃 𝐞𝐱𝐩 −

𝑬𝒗𝒊𝒃

𝒌𝑩𝑻
 

𝒁𝒎𝒐𝒍𝒆𝒄𝒖𝒍𝒆  =  𝒁𝑮𝒁𝑹𝒁𝒗𝒊𝒃



§5.3 2原子分子気体の分配関数
P. 106

𝐸 =
𝑃2

2𝑀
+

𝑚𝐴𝑎2+𝑚𝐵𝑏2

2
ሶ𝜃2 + ሶ𝜑2sin2𝜃 =

𝑃2

2𝑀
+

1

2𝐼
𝑝𝜃

2 +
𝑝𝜑

2

sin2𝜃
 (5.30,31)

分配関数: 𝒁𝒎𝒐𝒍𝒆𝒄𝒖𝒍𝒆  =  𝒁𝑮𝒁𝑹𝒁𝒗𝒊𝒃 

重心運動: 𝑍𝐺 =  𝑑 𝒓𝑮𝑑𝑷exp −𝛽
𝑷2

2𝑀
= 𝑉(2𝜋𝑀𝑘𝐵𝑇)3/2

回転運動: 𝑍𝑅 = 0

𝜋
𝑑𝜃 0

2𝜋
𝑑𝜑 ∞−

∞
𝑑𝑝𝜃 ∞−

∞
𝑑𝑝𝜑 exp −𝛽

1

2𝐼
𝑝𝜃

2 +
𝑝𝜑

2

sin2𝜃

= 0

𝜋
𝑑𝜃 0

2𝜋
𝑑𝜑 2𝜋𝐼𝑘𝐵𝑇 sin 𝜃 = 8𝜋2𝐼𝑘𝐵𝑇

振動運動: 𝑍𝑣𝑖𝑏:考慮すると実験結果と合わなくなる (計算自体は格子振動と同様)



2原子分子気体: エネルギーの等分配則
P. 106

N個の分子がある場合

・全分配関数

𝑍𝑁 = 𝑉𝑁(2𝜋𝑀𝑘𝐵𝑇)3𝑁/2 8𝜋2𝐼𝑘𝐵𝑇 𝑁 = 𝑉𝑁(2𝜋𝑀/𝛽)3𝑁/2 8𝜋2𝐼/𝛽 𝑁

・ Helmholtzエネルギー: 𝐹 = −𝑘𝐵𝑇 ln 𝑍𝑁

・圧力: < 𝑝 >= −
𝜕𝐹

𝜕𝑉
= 𝑘𝐵𝑇

𝜕

𝜕𝑉
 ln 𝑍𝑁 =

𝑘𝐵𝑇𝑁

𝑉
   

   =>  𝑝𝑉 = 𝑁𝑘𝐵𝑇: 理想気体の状態方程式

・エネルギー: < 𝐸 >= −
𝜕

𝜕𝛽
 ln 𝑍𝑁 =

3𝑁

2
𝑘𝐵𝑇+ 𝑁𝑘𝐵𝑇 =

5𝑁

2
𝑘𝐵𝑇: 

     エネルギー等分配則

      (自由度5𝑁 =並進3𝑁 +回転2𝑁)



理想気体の定積熱容量 (統計力学)

• 1モルの単原子理想気体

𝑼 = 𝑵𝑨 𝑒 = 𝑵𝑨
𝟑𝒌𝑩𝑻

𝟐
=

𝟑𝑹

𝟐
𝑻

 内部エネルギーは温度のみに依存

•定積モル熱容量 (比熱)

𝐶𝑉 =
𝜕𝑈

𝜕𝑇 𝑉
=

3

2
𝑅 (3.55)

𝑅 = 1.98 cal/mol ∙ Kより、 𝐶𝑉 = 2.97 cal/mol ∙ K (理論値) (3.56)

 ex) ヘリウムガス 𝐶𝑉 = 3.02 cal/mol ∙ K



多原子分子気体の自由度と等分配則

N原子分子の自由度 f

・ 1 原子あたり、(x, y, z)の 3つの自由度

・ N 原子分子では合計 3N の自由度

・分子の重心位置の自由度 (x, y, z) の 3つ

・回転の自由度: 棒状分子では 2つ、他の分子では 3つ

・他の自由度:分子内振動の自由度 (棒状分子: fv = 3N – 5, 他の分子: 3N – 6)

エネルギー等分配則の拡張

• 並進運動以外の運動の自由度にも
1

2
𝑘𝐵𝑇ずつのエネルギーを分配

 自由度 𝑓 の分子のエネルギー平均値 𝑒 =
𝑓

2
𝑘𝐵𝑇

• ただし、分子内振動の自由度を除く
 2原子分子    : f = 3 + 2 = 5

3原子棒状分子 (CO2など)  : f = 3 + 2 = 5

3原子分子その他 (HO2など) : f = 3 + 3 = 6



多原子分子気体の熱容量比

エネルギー分配則の拡張
• 並進運動以外の運動の自由度にも

1

2
𝑘𝐵𝑇ずつのエネルギーを分配

• 自由度 𝑓 の分子のエネルギー平均値 𝑒 =
𝑓

2
𝑘𝐵𝑇

1モル当たりの内部エネルギー 𝑈 = 𝑁 𝑒 = 𝑁𝐴
𝑓

2
𝑘𝐵𝑇 =

𝑓𝑅

2
𝑇

定積モル比熱 𝐶𝑉 =
𝜕𝑈

𝜕𝑇 𝑉
=

𝑓

2
𝑅    (3.58)

定圧モル比熱 𝐶𝑝 = 𝐶𝑉 + 𝑅 =
𝑓+2

2
𝑅   (3.59)

   (マイヤーの関係式 𝐶𝑝 − 𝐶𝑉 = 𝑅)

比熱比 𝛾 = ൗ𝐶𝑝 𝐶𝑉 = ൗ
𝑓+2

2
𝑅

𝑓

2
𝑅 =

𝑓+2

𝑓
   (3.60)

• 単原子分子  𝑓 = 3   𝛾 = 5/3
• 2原子分子 (振動の自由度は無視して)

     𝑓 = 3 + 2 = 5 𝛾 = 7/5



格子振動の Einsteinモデル

・ 固体中の原子が独立に同じ角振動数𝜔 で調和振動していると近似

原子1つ、1自由度 (x方向)あたりで計算：

エネルギー: 𝑒𝑖 =
1

2
𝑚𝑣2 +

1

2
𝑘𝑥2 =

𝑝2

2𝑚
+

𝑚

2
𝜔2𝑥2 (5.13)

分配関数: 𝒁 =  exp −𝛽𝑒 𝑑𝑥 𝑑𝑝

 = ∞−

∞
exp −𝛽

𝑝2

2𝑚
𝑑𝑝 ∞−

∞
exp −𝛽

𝑚𝜔2𝑥2

2
𝑑𝑥

 =
2𝜋𝑚

𝛽

1/2 2𝜋

𝑚𝜔2𝛽

1/2
=

𝟐𝝅

𝜷𝝎
 

𝒆 =
 𝑒 exp −𝛽𝑒 𝑑𝒓𝑑𝒑

 exp −𝛽𝑒 𝑑𝒓𝑑𝒑
= −

𝜕

𝜕𝛽
ln 𝑍 = −

𝜕

𝜕𝛽
ln

2𝜋

𝛽𝜔

 =
1

𝛽
= 𝒌𝑩𝑻  

§5.2 固体の比熱:古典統計 (アインシュタインモデル)

P. 103



格子振動の1原子当たりエネルギー

𝒆 = 𝒌𝑩𝑻  

自由度 (x, p) ごとに分けて計算しなおしてみる

xの自由度分:
𝑚𝜔2𝑥2

2
=


𝑚𝜔2𝑥2

2
exp −𝛽𝑒 𝑑𝒓𝑑𝒑

 exp −𝛽𝑒 𝑑𝒓𝑑𝒑
=


𝑚𝜔2𝑥2

2
exp −𝛽

𝑚𝜔2𝒙𝟐

2
𝑑𝑝

 exp −𝛽
𝑚𝜔2𝑥2

2
𝑑𝑝

=
𝒌𝑩𝑻

𝟐

pの自由度分:
𝑝2

2𝑚
=


𝑝2

2𝑚
exp −𝛽𝑒 𝑑𝑥𝑑𝑝

 exp −𝛽𝑒 𝑑𝑥𝑑𝑝
=


𝑝2

2𝑚
exp −𝛽

𝒑𝟐

2𝑚
𝑑𝑝

 exp −𝛽
𝑝2

2𝑚
𝑑𝑝

=
𝒌𝑩𝑻

𝟐

エネルギーの等分配則:

(x, y, z, px, py, pz) の各自由度に対して
𝑘𝐵𝑇

2
ずつ

§5.2 固体の比熱:古典統計 (アインシュタインモデル)

P. 103



デュロンープティの法則
固体の比熱は、構成元素の種類、温度に依存せず一定
3R ~25 J/(molK)

・ 室温で実測に良く一致

問題点:

・ 熱力学第三法則と矛盾

𝑺 𝑻 = 𝟎

𝑻 𝑪𝑽

𝑻
𝒅𝑻 : T → 0で S→

・ 実測は低温で CVは減少、T → 0で CV→ 0

§5.2 固体の比熱:古典統計 (アインシュタインモデル)

P. 105

固体中の原子数 N : 𝑈 = 6𝑁
𝑘𝐵𝑇

2
     (5.19)

1 molの場合   : 𝑈 = 3𝑅𝑇      (5.20)

定積モル比熱の定義より: 𝑪𝑽 =
𝝏𝑼

𝝏𝑻 𝑽
= 𝟑𝑹  (5.21, 22)

実際の定積モル比熱 (Cu)



単原子分子理想気体: エネルギーの等分配則

単原子分子気体の分子の速度の2乗の平均値

𝑣2 =
2

𝜋1/2

2𝑘𝐵𝑇

𝑚

1/2
     (3.45)

運動エネルギーの平均値

𝑒 =
𝑚 𝑣2

2
=

𝟑𝒌𝑩𝑻

𝟐
     (3.46)

エネルギー等分配則
𝑚𝑣𝑥

2

2
=

𝑚𝑣𝑦
2

2
=

𝑚𝑣𝑧
2

2
=

𝑘𝐵𝑇

2
   (3.49)

気体分子の運動エネルギーの平均値は、

自由度1つ当たり、
𝑘𝐵𝑇

2
ずつ等分に分配される

 



2原子分子理想気体: エネルギーの等分配則
P. 106

N個の分子がある場合

・全分配関数

𝑍𝑁 = 𝑉𝑁(2𝜋𝑀𝑘𝐵𝑇)3𝑁/2 8𝜋2𝐼𝑘𝐵𝑇 𝑁 = 𝑉𝑁(2𝜋𝑀/𝛽)3𝑁/2 8𝜋2𝐼/𝛽 𝑁

・ Helmholtzエネルギー: 𝐹 = −𝑘𝐵𝑇 ln 𝑍𝑁

・ エネルギー < 𝐸 >= −
𝜕

𝜕𝛽
 ln 𝑍𝑁 =

3𝑁

2
𝑘𝐵𝑇+ 𝑁𝑘𝐵𝑇 =

5𝑁

2
𝑘𝐵𝑇: 

     エネルギー等分配則

      (自由度5𝑁 =並進3𝑁 +回転2𝑁)



多原子分子気体の自由度と等分配則
N原子分子の自由度 f

・ 1 原子あたり (x, y, z) の 3つの自由度

・ N 原子分子では合計 3N の自由度

・分子の重心位置の自由度 (x, y, z) の 3つ

・回転の自由度: 棒状分子では 2つ、他の分子では 3つ

・他の自由度 : 分子内振動の自由度 (棒状分子: fv = 3N – 5, 他の分子: 3N – 6)

エネルギー等分配則の拡張

– 並進運動以外の運動の自由度にも
1

2
𝑘𝐵𝑇ずつのエネルギーを分配

 自由度 𝑓 の分子のエネルギー平均値 𝑒 =
𝑓

2
𝑘𝐵𝑇

– ただし、分子内振動の自由度を除く
 2原子分子    : f = 3 + 2 = 5

3原子棒状分子 (CO2など)  : f = 3 + 2 = 5

3原子分子その他 (HO2など) : f = 3 + 3 = 6



格子振動の Einsteinモデル

・固体中の原子が独立に同じ角振動数𝜔 で調和振動していると近似

原子1つ、1自由度 (x方向)あたりのエネルギー： 𝑒𝑖 =
1

2
𝑚𝑣2 +

1

2
𝑘𝑥2 =

𝑝2

2𝑚
+

𝑚

2
𝜔2𝑥2 (5.13)

分配関数: 𝒁 = ∞−

∞
exp −𝛽

𝑝2

2𝑚
𝑑𝑝 ∞−

∞
exp −𝛽

𝑚𝜔2𝑥2

2
𝑑𝑥

 =
𝟐𝝅

𝜷𝝎
 

𝒆 = −
𝜕

𝜕𝛽
ln 𝑍 =

1

𝛽
= 𝒌𝑩𝑻 自由度は x, px の2つ

エネルギーの等分配則:

3次元調和振動子: (x, y, z, px, py, pz) の各自由度に対して
𝑘𝐵𝑇

2
ずつ

 

§5.2 固体の比熱 (古典統計):エネルギーの等分配則
P. 103



デュロンープティの法則
固体の比熱は、構成元素の種類、温度に依存せず一定
3R ~25 J/(molK)

・ 室温で実測に良く一致

問題点:

・ 熱力学第三法則と矛盾

𝑺 𝑻 = 𝟎

𝑻 𝑪𝑽

𝑻
𝒅𝑻 : T → 0で S→

・ 実測は低温で CVは減少、T → 0で CV→ 0

§5.2 固体の比熱:古典統計 (アインシュタインモデル)

P. 105

1 molのエネルギー (自由度は 6NA): 𝑈 = 3𝑅𝑇      (5.20)

定積モル比熱: 𝑪𝑽 =
𝝏𝑼

𝝏𝑻 𝑽
= 𝟑𝑹         (5.21, 22)

実際の定積モル比熱 (Cu)



自由度 x のエネルギー 𝑒𝑥 =
1

2
𝑎𝑥2 の場合

分配関数: 𝒁𝒙 =  exp −
1

2
𝛽𝑎𝑥2 𝑑𝑥 =

2𝜋

𝛽𝑎

1/2

𝒆𝒙 =
 𝑒𝑥 exp −𝛽𝑒𝑥 𝑑𝒙

 exp −𝛽𝑒𝑥 𝑑𝒙
= −

𝜕

𝜕𝛽
ln 𝑍𝑥 = −

𝜕

𝜕𝛽
ln

2𝜋

𝛽𝑎

1/2
=

1

2

𝜕

𝜕𝛽
ln 𝛽 =

1

2

1

𝛽
=

1

2
𝒌𝑩𝑻

エネルギーが𝑒𝑥 =
1

2
𝑎𝑥2の形をしている場合、

𝟏

𝟐
𝒌𝑩𝑻が割り当てられる

• 並進運動  : 𝑒𝑣𝑥
=

1

2
𝑚𝑣𝑥

2

• 調和振動子 : 𝑒𝑥 =
1

2
𝑘𝑥2, 𝑒𝑣𝑥

=
1

2
𝑚𝑣𝑥

2

• 回転運動 (極座標): 𝑒𝜃 =
1

2𝐼
𝑝𝜃

2, 𝑒𝜑 =
1

2𝐼

𝑝𝜑
2

sin2𝜃

古典統計力学ではなぜ等分配則がでてくるのか



§5.8 イジング模型: 2準位モデル (古典論)
P. 119

Ising model:分極系の簡単化されたモデル
・ 結晶の格子点に古典的なスピンが存在

・ それぞれのスピンは独立

・ それぞれのスピンが +𝛍 と −𝛍の磁気モーメントを

もつ状態のいずれかをとる

磁場 𝑯中のスピン 𝜇 のエネルギー: 𝐸 = 𝜇𝐵

𝐸1 = −𝜇𝐵

𝐸2 = +𝜇𝐵

粒子数 N = 1固定、温度 Tでの統計平均:正準集合

𝐸1 をとる確率: 𝑝1 ∝ exp −𝛽𝐸1 = exp +𝛽𝜇𝐵

𝐸2 をとる確率: 𝑝2 ∝ exp −𝛽𝐸2 = exp −𝛽𝜇𝐵

𝐸𝑖 をとる確率: 𝒑𝒊 =
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊

𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝟏 +𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝟐
=

𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊

σ𝒊 𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊
 (6.7)

５－８図 磁場中のイジング・スピン

エネルギー
−𝜇𝐵

エネルギー
𝜇𝐵

磁場 B



§5.8 イジング模型: 2準位モデル (古典論)
P. 119

𝐸𝑖 をとる確率: 𝒑𝒊 =
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊

𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝟏 +𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝟐
=

𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊

σ𝒊 𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊
 (6.7)

物性 Pの平均: 𝑷 =
σ𝒊 𝑷𝒊 𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊

σ𝒊 𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊
 (6.8)

スピン状態 ±𝜇 を取る確率 (𝑬𝟏 = −𝜇𝐵, 𝑬𝟐 = 𝜇𝐵)

 𝑃± =
𝑒±𝛽𝜇𝐵

𝑒𝛽𝜇𝐵+𝑒−𝛽𝜇𝐵   (5.70)

磁気モーメントの統計平均

𝝁 =
(+𝝁)𝒆𝜷𝝁𝑩+(−𝝁)𝒆−𝜷𝝁𝑩

𝒆𝜷𝝁𝑩+𝒆−𝜷𝝁𝑩 = 𝝁
𝐬𝐢𝐧𝐡(𝜷𝝁𝑩)

𝐜𝐨𝐬𝐡 𝜷𝝁𝑩
 = 𝝁 ∙ 𝐭𝐚𝐧𝐡(𝜷𝝁𝑩) (5.72)

𝜷𝝁𝑩 ≪ 𝟏のときは

𝝁  ~
𝟏

𝒌𝑩𝑻
𝝁𝟐𝑩  自由に回転できる極性気体分子:

𝑃

𝑁/𝑉
 ~

1

3𝑘𝐵𝑇
𝑝0

2𝐸

５－８図 磁場中のイジング・スピン

エネルギー
−𝜇𝐵

エネルギー
𝜇𝐵

磁場 B



§5.8 イジング模型: 2準位モデル
P. 119

磁気モーメントの統計平均

𝝁 = 𝝁
𝐬𝐢𝐧𝐡(𝜷𝝁𝑯)

𝐜𝐨𝐬𝐡 𝜷𝝁𝑯
= 𝝁

𝒆𝟐𝜷𝝁𝑯−𝟏

𝒆𝟐𝜷𝝁𝑯+𝟏
~

𝟏

𝒌𝑩𝑻
𝝁𝟐𝑯 (𝜷𝝁𝑯 ≪ 𝟏)

全エネルギーの統計平均

𝑬 = 𝝁𝑩
𝒆𝟐𝜷𝝁𝑩−𝟏

𝒆𝟐𝜷𝝁𝑩+𝟏
= 𝝁𝑯 𝟏 +

−𝟐

𝒆𝟐𝜷𝝁𝑩+𝟏

定積比熱

 𝑪𝑽 =
𝝏 𝑬

𝝏𝑻
=

𝟒

𝒌𝑩𝑻𝟐

𝒆𝟐𝜷𝝁𝑩

𝒆𝟐𝜷𝝁𝑩+𝟏
𝟐 𝝁𝑩 𝟐 ショットキー比熱

 

５－９図 C / NkBとの関係
(ショットキー比熱)

T => 0で CV => 0

エネルギーの等分配則が成立しない



古典統計力学:エネルギー等分配則の問題

気体でエネルギー分配則が成立する運動の自由度

○運動エネルギー
分子の重心の並進運動の自由度 3 (<ex>, <ey>, <ez>)

○分子の回転エネルギー

二原子分子 回転の自由度 2 (結合軸周りの回転は除く)

三原子以上の非棒状分子回転の自由度 3

全自由度:二原子分子では合計 6、三原子分子では 9のはずだが、

残りの自由度は分子振動だが、「等分配則」では無視されている
   一方、固体中の原子振動は自由度として取り入れる

問題点:

・ なぜ分子の振動だけ無視するのか？

・低温の熱容量はデュロン・プティの法則に従わない

エネルギー等分配則:運動の自由度一つ当たり
1

2
𝑘𝐵𝑇



• Schrödinger方程式と固有状態

• 量子統計力学における等確率の原理

• 正準理論

量子統計力学



熱容量の問題:量子力学誕生のきっかけ

Newton力学と古典統計力学
・気体や固体の熱容量は、自由度ごとに (1/2)kB:等分配の法則
熱力学第三法則と矛盾

𝑺 𝑻 = 𝟎

𝑻 𝑪𝑽

𝑻
𝒅𝑻

 CVが一定だと、 T → 0で S→ となってしまう
・ 固体の熱容量の実測:低温で CVは T 3に比例して 0になる

古典統計力学でも、エネルギー準位間隔 >> kBTの場合は
T → 0で CV → 0になる
・ 二準位系 (Isingモデル)

量子力学では多くのエネルギー準位が離散化される



Schrödinger方程式

古典的なハミルトニアン 𝐻 𝐫𝐢, 𝐩𝐢, 𝑡 = σ𝑟
1

2𝑚𝑖
𝐩𝐢

2 + 𝑉 𝐫𝐢, 𝐩𝐢

に量子力学の交換関係 ෝ𝒙𝒊ෝ𝒑𝒙,𝒊 − ෝ𝒑𝒙,𝒊ෝ𝒙𝒊 = 𝒊ℏ などを代入して量子化する。

例えば ො𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 , Ƹ𝑝𝑥,𝑖 =
ℏ

𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖
と置きかえる

𝐻Ψ 𝐫𝑖 = 𝐸Ψ 𝐫𝑖 Schrödinger方程式 (固有方程式)

  𝐻 = −
ℏ2

2𝑚
σ𝑙 ∇𝑙

2 + 𝑉 𝐫1, 𝐫2, , ,

解は固有値と固有関数として得られる：

 固有状態 {𝑬𝒊, 𝚿𝒊(𝒓𝒋)}
  固有エネルギー (全エネルギー)  𝑬𝒊

  固有関数 (波動関数)  𝚿𝒊(𝒓𝒋)



量子統計:等確率の原理と正準理論
等確率(等重率)の原理：古典統計

・位相空間内の同じエネルギーの状態が出現する確率は、
位相空間に占める体積に比例する

等確率(等重率)の原理：量子統計

不確定性原理 (∆𝑥∆𝑝𝑥 ≥ ℏ/2) があるため、微視的状態は位相空間では拡がりをもつ

すべての固有状態が等確率で出現する

等確率の原理を置き換えると、正準理論はそのまま量子統計にも使える:

ただし、𝑬𝒊は固有状態の固有エネルギー

P. 85

正準分布 (N一定、T一定、E可変):

𝑴𝒊 =
𝑴

𝒁
𝐞𝐱𝐩(−𝜷𝑬𝒊)

𝒁 = σ𝒊 𝐞𝐱𝐩(−𝜷𝑬𝒊)

大正準分布 (N可変、μ一定、T一定、E可変):

𝑴𝒊 =
𝑴

𝒁
𝐞𝐱𝐩(𝜷 𝑵𝝁𝒊,𝑵 − 𝑬𝒊,𝑵 )

𝒁 = σ𝒊,𝑵 𝐞𝐱𝐩(𝑵𝝁𝒊,𝑵 − 𝑬𝒊,𝑵))



量子統計力学:正準分布による調和振動子

1次元調和振動子１つの系を考える

Schrödinger方程式

−
ℏ2

2𝑚

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 +
1

2
𝑘𝑥2 Ψ = 𝐸Ψ

１調和振動子の系のエネルギー

𝐸𝑛 = ℏ𝜔 𝑛 +
1

2
 𝑛 = 0,1,2,3, …

正準分布に従う

調和振動子の波動関数

n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

n = 4



量子統計力学:正準分布による調和振動子

• 多くの１調和振動子系が集まった大きな系を考える。

• それぞれの系は 𝐸𝑛 = ℏ𝜔 𝑛 +
1

2
の状態をとれる。

状態和 𝑍 = σ𝑠 exp −𝛽ℏ𝜔(𝑠 +
1

2
) = exp −

1

2
𝛽ℏ𝜔 σ𝑠 𝑥𝑠      𝑥 = exp −𝛽ℏ𝜔

   = exp −
1

2
𝛽ℏ𝜔

1

1−𝑥
= exp −

1

2
𝛽ℏ𝜔

1

1−exp −𝛽ℏ𝜔

エネルギーの平均

𝐸 = −
𝜕 ln 𝑍

𝜕𝛽
= −

𝜕

𝜕𝛽
−

1

2
𝛽ℏ𝜔 − ln 1 − exp −𝛽ℏ𝜔

  =
1

2
ℏ𝜔 +

ℏ𝜔exp −𝛽ℏ𝜔

1−exp −𝛽ℏ𝜔
=

ℏ𝜔

2
+ ℏ𝜔

𝟏

𝐞𝐱𝐩 𝜷ℏ𝝎 −𝟏
 

                    Planck分布

キッテル、固体物理学入門



•多数の粒子がエネルギー準位を占める分布関数

•粒子間の相互作用は無視する

＝＞一つの準位をいくつの粒子が占められるかが重要

• スピンと量子統計

• ボース分布とフェルミ分布

多粒子系の量子統計力学



量子方程式

電子     : Schrödinger方程式
光子 (フォトン)  : Maxwellの方程式を量子化
格子振動 (フォノン) :波動方程式を量子化



多粒子系の量子力学的取り扱い

正確な方法:全粒子に対する量子方程式を解き、
全粒子系の波動関数 𝜳𝒊 {𝒓𝒊} と

  エネルギー固有値 𝐸𝑖 を扱う
例:電子の場合 𝐻Ψ {𝐫𝑖} = 𝐸Ψ {𝐫𝑖} => 𝐸𝑖, Ψ𝑖 {𝐫𝑖}

 𝑬𝒊は系全体の固有エネルギー

全粒子の系の計算は難しい

=> 𝜳 {𝒓𝒊} = 𝝋𝟏 𝒓𝟏 𝝋𝟐 𝒓𝟐 ⋯ 𝝋𝑵 𝒓𝑵 として変数分離

一粒子方程式: ℎ𝑖𝜑 𝐫𝑖 = 𝜀𝜑 𝐫𝑖

解:一粒子エネルギー準位 𝜀𝑖 一粒子波動関数 𝜑𝑖 𝐫𝑖

=>どの𝜺𝒊にいくつの粒子を配置するかが全粒子系の状態に対応



多粒子系の量子力学的取り扱い:多電子原子の例
例: Li原子 (3電子系)

全電子Schrödinger方程式
𝐻Ψ 𝐫1, ⋯ , 𝐫𝑁 = 𝐸Ψ 𝐫1, ⋯ , 𝐫𝑁

Eは系の全エネルギー

一電子Schrödinger方程式
ℎ𝑖𝜑 𝐫𝑖 = 𝜀𝜑 𝐫𝑖

𝜀はエネルギー準位 (一電子エネルギー)

一電子方程式の解

1s

2s 2p

3s 3p 3d

全電子方程式の解

1s

2s
2p

3s
3p

3d

Ψ 1,2,3

𝜑1𝑠, 

𝜀1𝑠

𝜑2𝑠, 

𝜀2𝑠

𝜑3𝑠, 

𝜀3𝑠



§7.1 スピンと量子統計

量子力学の「物理的状態 (固有状態 {𝑬𝒊, 𝚿𝒊(𝒓𝒋)})」は

「良い量子数」で規定され、エネルギー固有値En を持つ
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良い量子数の例：

量子数 エネルギー固有値

自由並進運動 𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑝𝑧 (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦 , 𝑘𝑧) 𝐸 =
1

2𝑚
𝒑𝒙

2 + 𝒑𝒚
2 + 𝒑𝒛

2  

調和振動子 𝑛 𝐸 = ℏ𝜔 𝒏 +
1

2

3次元井戸型
ポテンシャル

𝑛𝑥, 𝑛𝑧, 𝑛𝑦 𝐸 =
ℏ𝜋2

2𝑚𝐿2 𝒏𝒙
2 + 𝒏𝒚

2 + 𝒏𝒛
2

水素原子 𝑛, 𝑙, 𝑚 (𝒔) 𝐸 =
𝑚𝑒4

8ℎ2ℎ𝜀0
2

1

𝒏2 

スピン量子数 s:粒子の内部自由度 (相対論的量子力学で出てくる)



粒子の交換に対する波動関数の対称性
2つの粒子 p = 1, 2

状態 i = a, b

をとれる場合を考える

一電子波動関数: 𝜓𝑖 𝑝  

全波動関数 𝜓 1,2 は粒子1と粒子2の一電子波動関数の積で表される

𝝍 𝟏, 𝟐 = 𝝋𝒊 𝟏  𝝋𝒊 𝟐

𝝍 𝟏, 𝟐 = 𝝋𝒂 𝟏 𝝋𝒃 𝟐  について、粒子1 と 2の交換を行う:

     𝑷𝝍 𝟏, 𝟐 = 𝝍 𝟐, 𝟏 = 𝝋𝒂 𝟐 𝝋𝒃 𝟏  (Pは 1 と 2を交換する演算子)

量子力学の要請: 𝜓は直接観測できないが、 𝜓 2は観測される物理量

  => 対称変換𝑃により観測可能な物理的状態は変わらない

        𝑃𝜓(1,2) 2 = 𝜓(1,2) 2 => 𝝍(𝟐, 𝟏) = ±𝝍(𝟏, 𝟐)

1

2

𝑎
𝑏

2

1

𝑎

𝑏

2つの粒子の状態 𝝍 𝟏, 𝟐

𝝋𝒂 𝟏 𝝋𝒃 𝟐  𝝋𝒃 𝟏 𝝋𝒂 𝟐  



粒子の交換に対する波動関数の対称性:反対称な場合

量子力学の要請: 𝝍 𝟐, 𝟏 = ±𝝍 𝟏, 𝟐
粒子の交換に対して対称な場合と反対称な場合がある

・ 粒子の交換に対して反対称な波動関数
𝜓(1,2) = 𝜑𝑎 1 𝜑𝑏 2 − 𝜑𝑎 2 𝜑𝑏 1

     確認: 1 と 2を交換: 𝜓(2,1) = 𝜑𝑎 2 𝜑𝑏 1 − 𝜑𝑎 1 𝜑𝑏 2 = −𝜓(1,2)

1 と 2が同じ状態を占める場合 (a = b):

𝜓 1,2 = 𝜑𝑎 1 𝜑𝑎 2 − 𝜑𝑎 2 𝜑𝑎 1 = 0
        常に 𝝍 𝟏, 𝟐 = 𝟎 (物理的意味を持たない)

一つの1粒子状態を占めることができるのは1個の粒子のみ:

  パウリの排他律、フェルミ粒子



粒子の交換に対する波動関数の対称性:対称な場合

量子力学の要請: 𝝍 𝟐, 𝟏 = ±𝝍 𝟏, 𝟐
粒子の交換に対して対称な場合と反対称な場合がある

・ 粒子の交換に対して対称な波動関数

𝜓(1,2) = 𝜑𝑎 1 𝜑𝑏 2 + 𝜑𝑎 2 𝜑𝑏 1

 確認: 1 と 2を交換: 𝜓(2,1) = 𝜑𝑎 2 𝜑𝑏 1 + 𝜑𝑎 1 𝜑𝑏 2 = 𝜓(1,2)

1 と 2が同じ状態を占める場合 (a = b):

𝜓(1,2) = 𝜑𝑎 1 𝜑𝑎 2 + 𝜑𝑎 2 𝜑𝑎 1 = 2𝜑𝑎 1 𝜑𝑎 2

 2𝜑𝑎 1 𝜑𝑎 2 ≠ 0になる位置がある:物理的意味を持つ

 一つの1粒子状態を何個の粒子でも占めることができる: ボース粒子



ボース粒子とフェルミ粒子
波動関数の対称性はスピン量子数で決まっている (相対論的量子論)

・ スピン量子数が整数 :波動関数は粒子の交換に対して対称

・ スピン量子数が半整数:波動関数は粒子の交換に対して反対称

ボース粒子 フェルミ粒子

スピン量子数 整数 半整数

全波動関数の対称性 対称 反対称

同じ状態 i を占める
ことができる粒子数 ni

𝑛𝑖 = 0, 1, 2, … 𝑛𝑖 = 0, 1

統計 Bose-Einstein統計 Fermi-Dirac統計

分布関数 Bose-Einstein分布関数 Fermi-Dirac分布関数

粒子の例 4Heなどの原子核
フォノン、光子、重力子
マグノン

1H, 3Heなどの原子核、
電子、中性子、ミューオン



量子統計力学における多粒子系の取り扱い

正確な方法:全粒子に対する量子方程式を解き、
全粒子系の波動関数とエネルギー固有値を扱う

例:電子の場合 𝐻Ψ {𝐫𝑖} = 𝐸Ψ {𝐫𝑖} => 𝐸𝑖, Ψ𝑖 {𝐫𝑖}

𝑬𝒊は系全体の固有エネルギー:正準分布 𝒇 𝑬𝒊 = 𝒁−𝟏 𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊

全粒子方程式を解くのは難しい

=>一粒子方程式: ℎ𝑖𝜑 𝐫𝑖 = 𝜀𝜑 𝐫𝑖

解 𝜀𝑖, 𝜑𝑖 𝐫𝑖 , Ψ {𝐫𝑖} = 𝜑1 𝐫1 𝜑2 𝐫2 ⋯ 𝜑𝑁 𝐫𝑁

=>どの𝜀𝑖にいくつの粒子を配置するかが全粒子系の状態に対応

           分布関数は 𝒇 𝜺𝒊 = 𝒁−𝟏 𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝜺𝒊 とは変わってくる



多粒子系の量子力学的取り扱い:多電子原子の例
例: Li原子 (3電子系)

全電子Schrödinger方程式
𝐻Ψ 𝐫1, ⋯ , 𝐫𝑁 = 𝐸Ψ 𝐫1, ⋯ , 𝐫𝑁

Eは系の全エネルギー

一電子Schrödinger方程式
ℎ𝑖𝜑 𝐫𝑖 = 𝜀𝜑 𝐫𝑖

𝜀はエネルギー準位 (一電子エネルギー)

一電子準位 𝜺𝒊 による分布: 𝒇 𝜺𝒊 ？

・ 電子配置、電子数、全エネルギーの制約条件

一電子方程式の解

1s

2s 2p

3s 3p 3d

全電子方程式の解

1s

2s
2p

3s
3p 3d

Ψ 1,2,3

𝜑1𝑠, 

𝜀1𝑠

𝜑2𝑠, 

𝜀2𝑠

𝜑3𝑠, 

𝜀3𝑠

Fermi-Dirac分布

Bose-Einstein分布
 (Planck分布)

正確な𝑬𝒊を
求めるのは難しい

正準分布:

𝒁−𝟏 𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊



Fermi粒子が従う統計分布: Fermi-Dirac分布

多粒子系の量子統計力学



§7.2 ボース分布とフェルミ分布

• 1粒子状態のエネルギー準位が
ほぼ同じグループに分ける

(古典統計力学での細胞に相当)

– 𝑖: グループ番号

• 配置数𝑊が最大になる𝑔𝑖, 𝑛𝑖

– 制約条件

𝑁 = σ𝑖 𝑛𝑖 (7.14a)

𝐸 = σ𝑖 𝑒𝑖𝑛𝑖 (7.14b)

𝑒𝑖 :エネルギー
𝑔𝑖: 状態数 (縮重度)

𝑛𝑖: 粒子数

1粒子エネルギー準位

仮定：他の電子の配置が一電子状態に影響を与えない :電子相関が弱い

全エネルギーが一電子エネルギーの和で近似できる:相互作用が弱い

全粒子数 : 𝑁 = σ𝑖 𝑛𝑖  (7.8)

全エネルギー : 𝐸 = σ𝑖 𝑒𝑖𝑛𝑖  (7.9)
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グループ1，
𝒆𝟏, 𝒈𝟏 = 𝟖,

𝒏𝟏 = 𝟓

グループ2,

𝒆𝟐, 𝒈𝟐 = 𝟔,

𝒏𝟐 = 𝟑

縮退度 𝒈𝒊



Fermi-Dirac統計
N個の粒子が作る状態のグループ i = 1, 2, ･･･ (縮重度𝒈𝒊) を考える。
異なる状態のそれぞれに 0個あるいは 1個の粒子が入れる

𝒈𝒊個の状態のうち、𝒏𝒊個の電子をせいぜい一つずつ入れる

＝>グループi 内の配置数: 𝑔𝑖個から𝑛𝑖個を選ぶ

𝑊𝑖 = 𝑔𝑖
𝐶𝑛𝑖

=
𝑔𝑖!

𝑛𝑖! 𝑔𝑖−𝑛𝑖 !
  (7.10)

全グループの配置数: 𝑊 = ς𝑖 𝑊𝑖 = ς𝑖
𝑔𝑖!

𝑛𝑖! 𝑔𝑖−𝑛𝑖 !
 (7.11)

ln 𝑊 = σ𝑖 ln
𝑔𝑖!

𝑛𝑖! 𝑔𝑖−𝑛𝑖 !
 

= σ𝑖 𝑔𝑖 ln 𝑔𝑖 − 𝑛𝑖 ln 𝑛𝑖 − 𝑔𝑖 − 𝑛𝑖 ln 𝑔𝑖 − 𝑛𝑖    (7.22)

                           Stirlingの公式: ln 𝑔𝑖!  ~ 𝑔𝑖(ln 𝑔𝑖 − 1)

グループ1，𝒆𝟏, 𝒈𝟏 = 𝟖, 𝒏𝟏 = 𝟓

グループ2, 𝒆𝟐, 𝒈𝟐 = 𝟔, 𝒏𝟐 = 𝟑

縮退度 𝒈𝒊

グループ内の配置
𝑔𝑖 = 5, 𝑛𝑖 = 4の場合

𝑊 =
5!

4! 5 − 4 !
=

5 ∙ 4 ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1

4 ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1
= 5



Fermi-Dirac統計
全グループの配置数: 𝑊 = ς𝑖 𝑊𝑖 = ς𝑖

𝑔𝑖!

𝑛𝑖! 𝑔𝑖−𝑛𝑖 !
     (7.11)

ln 𝑊 = σ𝑖 ln
𝑔𝑖!

𝑛𝑖! 𝑔𝑖−𝑛𝑖 !
= σ𝑖 𝑔𝑖 ln 𝑔𝑖 − 𝑛𝑖 ln 𝑛𝑖 − 𝑔𝑖 − 𝑛𝑖 ln 𝑔𝑖 − 𝑛𝑖    (7.22)

全エネルギーE、全粒子数Nの制約を未定乗数法で入れて最大配置数の分布をとる：

全粒子数  𝑁 = σ𝑖 𝑛𝑖

全エネルギー 𝐸 = σ𝑖 𝑛𝑖 𝑒𝑖

𝐿 = σ𝑖 𝑔𝑖 ln 𝑔𝑖 − 𝑛𝑖 ln 𝑛𝑖 − 𝑔𝑖 − 𝑛𝑖 ln 𝑔𝑖 − 𝑛𝑖 − 𝛼 σ𝑖 𝑛𝑖 − 𝑁 − 𝛽 σ𝑖 𝑛𝑖𝑒𝑖 − 𝐸
𝜕

𝜕𝑛𝑖
𝐿 = − ln 𝑛𝑖 − 1 + ln 𝑔𝑖 − 𝑛𝑖 + 1 − 𝛼 − 𝛽𝑒𝑖 = ln

𝑔𝑖−𝑛𝑖

𝑛𝑖
− 𝛼 − 𝛽𝑒𝑖 = 0

𝑔𝑖

𝑛𝑖
− 1 = exp 𝛼 + 𝛽𝑒𝑖  

𝒏𝒊

𝒈𝒊
=

𝟏

𝒆𝜶+𝜷𝒆𝒊+𝟏
  (7.26) Fermi-Dirac分布 (Fermi分布)



Bose粒子が従う統計分布: Bose-Einstein分布

多粒子系の量子統計力学



Bose-Einstein統計
N個の粒子が作る準位のグループ i = 1, 2, ･･･ (縮重度𝒈𝒊) を考える。
準位のそれぞれに 0個以上の粒子が入れる

𝒈𝒊 
個の準位 k に粒子を複数配置し、合計粒子数が 𝒏𝒊 に等しい (束縛条件)

グループi 内の配置数: 合計粒子数 ni 𝑊𝑖 = σ𝑘=0
𝑔𝑖 σ𝑛𝑘=0,σ 𝑛𝑘=𝑛𝑖

∞ 1 

縮退度 𝒈𝒊

グループ1，𝒆𝟏, 𝒈𝟏 = 𝟖, 𝒏𝟏 = 𝟗

グループ2，𝒆𝟐, 𝒈𝟐 = 𝟔, 𝒏𝟐 = 𝟓

https://mathtrain.jp/tyohukuc

重複組合わせを使って数える: https://mathtrain.jp/tyohukuc,ゼロから学ぶ統計力学、加藤岳生 (講談社 2013) p. 92~

グループ内の配置数

𝑔𝑖個の準位に𝑛𝑖個を配置する (同じ準位に複数配置できる)

＝＞ 𝑛𝑖個の粒子を並べ、𝑔𝑖個のグループに分ける。

＝＞ 𝑛𝑖個の粒子と (𝑔𝑖 −1)個の仕切りを並べることと等価

            𝑔𝑖 = 9 仕切りの数 𝑔𝑖 − 1 = 8 

    𝑛𝑖 = 4 2 0 4 3 1 2 0 2 

 𝑾𝒊 = 𝒈𝒊
𝑯𝒏𝒊

= 𝒏𝒊+𝒈𝒊−𝟏𝑪𝒏𝒊
=

𝒈𝒊+𝒏𝒊−𝟏 !

𝒏𝒊! 𝒈𝒊−𝟏 ! 𝒈𝒊,𝒏𝒊≫𝟏
𝑾 = ς𝒊

𝒈𝒊+𝒏𝒊 !

𝒏𝒊!𝒈𝒊!
 (7.13) 

https://mathtrain.jp/tyohukuc


Bose-Einstein統計

全体の配置数 𝑾 = ς𝒊
𝒈𝒊+𝒏𝒊 !

𝒏𝒊!𝒈𝒊!

ln 𝑊 = σ𝑖 ln 𝑔𝑖 + 𝑛𝑖 ! − ln 𝑛𝑖! − ln 𝑔𝑖!

= σ𝑖 𝑔𝑖 + 𝑛𝑖 ln 𝑔𝑖 + 𝑛𝑖 − 𝑛𝑖 ln 𝑛𝑖 − 𝑔𝑖 ln 𝑔𝑖   (7.15)

制約条件 全粒子数一定 𝑁 = σ 𝑛𝑖     (7.14a)

全エネルギー一定 𝐸 = σ 𝑒𝑖𝑛𝑖

𝐿 = σ𝑖 𝑔𝑖 + 𝑛𝑖 ln 𝑔𝑖 + 𝑛𝑖 − 𝑛𝑖 ln 𝑛𝑖 − 𝑔𝑖 ln 𝑔𝑖 − 𝛼 σ𝑖 𝑛𝑖 − 𝑁 − 𝛽 σ𝑖 𝑛𝑖𝑒𝑖 − 𝐸
𝜕

𝜕𝑛𝑖
𝐿 = ln 𝑔𝑖 + 𝑛𝑖 + 1 − ln 𝑛𝑖 − 1 − 𝛼 − 𝛽𝑒𝑖 = ln

𝑔𝑖+𝑛𝑖

𝑛𝑖
− 𝛼 − 𝛽𝑒𝑖 = 0

𝑔𝑖

𝑛𝑖
+ 1 = exp 𝛼 + 𝛽𝑒𝑖  

𝒏𝒊

𝒈𝒊
=

𝟏

𝒆𝜶+𝜷𝒆𝒊−𝟏
 (7.20) Bose-Einstein分布 (Bose分布)



α, βの物理的な意味
P. 151

古典統計の場合と同じ論理展開

• フェルミ分布の場合

ln 𝑊 = σ𝑖 𝑔𝑖 ln 𝑔𝑖 − 𝑛𝑖 ln 𝑛𝑖 − 𝑔𝑖 − 𝑛𝑖 ln 𝑔𝑖 − 𝑛𝑖    (7.22)

𝑛𝑖 → 𝑛𝑖 + 𝛿𝑛𝑖の変分を取る

𝑑 ln 𝑊 = σ𝑖 ln 𝑔𝑖 − 𝑛𝑖 − ln 𝑛𝑖 𝛿𝑛𝑖 = σ𝑖 ln
𝑔𝑖−𝑛𝑖

𝑛𝑖
𝛿𝑛𝑖  (7.28)

𝑛𝑖

𝑔𝑖
=

1

𝑒𝛼+𝛽𝑒𝑖+1
 ⇒  ln

𝑔𝑖−𝑛𝑖

𝑛𝑖
= 𝛼 + 𝛽𝑒𝑖  

𝑑 ln 𝑊 = σ𝑖 𝛼 + 𝛽𝑒𝑖 𝑑𝑛𝑖      (7.29)

σ𝑖 𝑑𝑛𝑖   : 全粒子数の変化𝑑𝑁

σ𝑖 𝑒𝑖𝑑𝑛𝑖: 全エネルギーの変化 𝑑𝐸
𝒅 𝐥𝐧 𝑾 = 𝜶𝒅𝑵 + 𝜷𝒅𝑬       (7.30)



α, βの物理的な意味、Boltzmannの原理

𝒅 𝐥𝐧 𝑾 = 𝜶𝒅𝑵 + 𝜷𝒅𝑬     

𝑑𝐸 =
1

𝛽
𝑑 ln 𝑊 −

𝛼

𝛽
𝑑𝑁      (7.32)

熱力学第一法則 𝑑𝑈 = −𝑝𝑑𝑉 + 𝑇𝑑𝑆 + 𝜇𝑑𝑁   (7.31)

𝑉 =一定で、(7.31) と (7.32)を比較

𝑇𝑑𝑆 =
1

𝛽
𝑑 ln 𝑊 ⇒ 𝑆 =

1

𝛽𝑇
ln 𝑊     (7.33)

  Boltzmannの原理: 𝑺 = 𝒌𝑩 𝐥𝐧 𝑾 => 𝜷 =
𝟏

𝒌𝑩𝑻

𝜇 = −
𝛼

𝛽
⇒ 𝜶 = −𝜷𝝁      (7.34)

𝒏𝒊

𝒈𝒊
=

𝟏

𝒆𝜷 𝒆𝒊−𝝁 +𝟏



古典近似 (Boltzmann近似）
𝒏𝒊

𝒈𝒊
=

𝟏

𝒆𝜷 𝒆𝒊−𝝁 ±𝟏
𝛽 =

1

𝑘𝐵𝑇

 符号が +: Fermi-Dirac分布
 符号が –: Bose-Einstein分布

𝜷 𝒆𝒊 − 𝝁 =
𝒆𝒊−𝝁

𝒌𝑩𝑻
≫ 𝟏 の場合: 𝒆𝜷 𝒆𝒊−𝝁 ≫ 𝟏 

𝒏𝒊

𝒈𝒊
=

𝟏

𝒆𝜷 𝒆𝒊−𝝁 ±𝟏
~𝒆−𝜷 𝒆𝒊−𝝁 =

𝟏

𝒁
𝒆−𝜷𝒆𝒊   Boltzmann分布

  古典近似 (Boltzmann近似）

   
𝒆𝒊−𝝁

𝒌𝑩𝑻
> 𝟑 で良い近似になる (𝒆𝟑~𝟐𝟎 ≫ 𝟏 )



Bose-Einstein分布 (Bose分布)
𝒏𝒊

𝒈𝒊
=

𝟏

𝒆𝜶+𝜷𝒆𝒊−𝟏
   (7.20) 

光子のように、Bose粒子の全粒子数が一定でない場合
𝑁 = σ𝑖 𝑛𝑖 (7.14a) の条件が外れる  => αの項が消える

𝒏𝒊

𝒈𝒊
=

𝟏

𝒆𝜷𝒆𝒊 − 𝟏
  (7.21)    Planck分布

Planck分布
P. 150



調和振動子の量子力学での取り扱い

kx
dt

xd
m −=

2

2

x
dt

xd 2

2

2

−=
m

k
=古典力学

量子力学

角振動数

１．最初の考え方:一つの調和振動子系は次のエネルギー準位を持つ

𝐸𝑛 = ℏ𝜔 𝑛 +
1

2
(量子数 nは 0から ∞ の整数)

系は正準分布に従う: 𝑓 𝐸𝑛 = exp −(𝑛 + 1/2)ℏ𝜔/𝑘𝐵𝑇 /𝑍

  平均エネルギー : 𝐸 =
ℏ𝜔

2
+ ℏ𝜔

𝟏

𝐞𝐱𝐩 𝜷ℏ𝝎 −𝟏

平均量子数  : 𝑛 =
𝐸 −ℏ𝜔/𝟐

ℏ𝜔
=

𝟏

𝐞𝐱𝐩 𝜷ℏ𝝎 −𝟏

２．現在の考え方 (第二量子化)

調和振動子系はフォノンの集合として扱える
量子数 nはℏ𝜔のエネルギーを持つBose粒子 (フォノン)の数

 Planck分布に従う: 𝑛 =
𝟏

𝐞𝐱𝐩 𝜷ℏ𝝎 −𝟏

𝑒 = ℏ𝜔 𝑛 = ℏ𝜔
𝟏

𝐞𝐱𝐩 𝜷ℏ𝝎 −𝟏

調和振動子の波動関数

n = 0

n = 1n = 2

n = 3

n = 4

n = 1



0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Fermi-Dirac分布関数

Fermi-Dirac分布: 𝑓𝐹𝐷 𝑒𝑖 =
1

exp 𝑒𝑖−𝜇 /𝑘𝐵𝑇 +1
 T = 0 K のとき：
 ・ 𝑒𝑖 < μで 𝑓𝐹𝐷(𝑒𝑖) = 1 : 𝑒𝑖 < μの準位はすべて被占有
 ・ 𝑒𝑖 > μで 𝑓𝐹𝐷(𝑒𝑖) = 0 : 𝑒𝑖 > μの準位はすべて非占有

μは絶対零度における最高被占有準位

T = 0 K

kBT = 0 meV

μ = 0

𝒆𝒊 –  (eV)

𝑓 𝐹
𝐷

 (
𝑒 𝑖

)
Fermi-Dirac分布

１<=

=>0



0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Fermi-Dirac分布関数
Fermi-Dirac分布: 𝑓𝐹𝐷 𝑒𝑖 =

1

exp 𝑒𝑖−𝜇 /𝑘𝐵𝑇 +1
・ 𝑒𝑖 = μ で 𝑓𝐹𝐷(𝑒𝑖) = 1/2

・ 𝑒𝑖 – μ => －∞ で 𝑓𝐹𝐷(𝑒𝑖) = 1:絶対 0 Kにおいて、 𝑒𝑖 < μの準位はすべて被占有
・ 𝑒𝑖 – μ => ＋∞ で 𝑓𝐹𝐷(𝑒𝑖) = 0:絶対 0 Kにおいて、 𝑒𝑖 > μの準位はすべて非占有

 −3𝑘𝐵𝑇 < 𝑒𝑖 − 𝜇 ≤ 0:占有率が1より小さい

0 ≤ 𝑒𝑖 − 𝜇 < 3𝑘𝐵𝑇:𝑒𝑖 − 𝜇 ≤ 0で減った占有率分、占有率が1より大きい:熱励起

T = 300 K

kBT = 26 meV

μ = 0

𝒆𝒊 –  (eV)

f (
𝑒 𝑖

)

１<=

1/2

=>0



Bose-Einstein分布関数

Bose-Einstein分布:

・𝒆𝒊 → 𝝁で 𝒆𝒊 − 𝝁 −𝟏 に従って発散
・𝒇(𝒆𝒊) ≥ 𝟎 でなければいけないので、BE統計は、𝒆𝒊 ≥ 𝝁のみで意味がある

𝑓𝐵𝐸 𝒆𝒊 =
𝟏

𝐞𝐱𝐩 𝒆𝒊 − 𝝁 /𝒌𝑩𝑻 − 𝟏

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.1 0.2 0.3

T = 300 K

kBT = 26 meV

μ = 0

𝒆𝒊 –  (eV)

𝑓 𝐵
𝐸

(𝒆
𝒊)

Bose-Einstein分布

𝟏

𝒆𝒊 − 𝝁



古典近似: Fermi-Dirac分布

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Fermi-Dirac分布: 𝑓𝐹𝐷 𝐸 =
1

exp 𝒆𝒊−𝜇 /𝑘𝐵𝑇 +1

T = 300 K

kBT = 26 meV

μ = 0

𝒆𝒊 –  (eV)

𝑓 𝐹
𝐷

(𝒆
𝒊)

Boltzmann分布
  𝑓𝐹𝐷 𝐸 ~ exp 𝜇 − 𝑒𝑖 /𝑘𝐵𝑇

Fermi-Dirac分布

1/2



古典近似: Bose-Einstein分布

Bose-Einstein分布: 𝑓𝐵𝐸 𝑒𝑖 =
1

exp 𝑒𝑖−𝜇 /𝑘𝐵𝑇 −1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.1 0.2 0.3

T = 300 K

kBT = 26 meV

μ = 0

𝒆𝒊 –  (eV)

𝑓 𝐵
𝐸

 (
𝒆

𝒊)

Bose-Einstein分布

Boltzmann分布
  𝑓𝐹𝐷 𝐸 ~ exp 𝜇 − 𝑒𝑖 /𝑘𝐵𝑇



𝒏𝒊

𝒈𝒊
=

𝟏

𝒆𝜷 𝒆𝒊−𝝁 ∓ 𝟏

符号− : Bose-Einstein分布
符号−, μ=0 : Planck分布
符号+ : Fermi-Dirac分布

𝒆𝜷 𝒆𝒊−𝝁 ≫ 𝟏 : Boltzmann分布

    
𝒏𝒊

𝒈𝒊
= 𝒆−𝜷 𝒆𝒊−𝝁

量子統計分布関数: まとめ
P. 150



化学ポテンシャル μの決め方

:化学ポテンシャル (電子を扱う場合はフェルミエネルギー EF)

全粒子数 Nの条件から決められる
𝑁 = σ𝑖 𝑓 𝐸𝑖 =  𝐷(𝐸)𝑓(𝐸)𝑑𝐸

Boltzmann分布の場合 (FD/BE分布の古典近似):

𝑁 = σ𝑖 exp
𝝁−𝑒𝑖

𝑘𝐵𝑇
= exp

𝝁

𝑘𝐵𝑇
σ𝑖 exp −

𝑒𝑖

𝑘𝐵𝑇

exp −
𝝁

𝑘𝐵𝑇
= 𝑁 σ𝑖 exp −

𝑒𝑖

𝑘𝐵𝑇
=NZ Z:分配関数 

 𝑓 𝑒𝑖 = 𝒁−𝟏exp −
𝑒𝑖

𝑘𝐵𝑇

Fermi-Dirac分布、 Bose-Einstein分布の場合:

𝑁 = σ𝑖
1

exp 𝑒𝑖−𝝁 /𝑘𝐵𝑇 ±1

を解く。一般にはコンピュータで数値計算により求める



金属の電子密度の計算:プログラム

プログラム: EF-N-metal.py
実行方法: python EF-N-metal.py 10000 5.0

  温度 10,000K、EF = 5.0 eV

𝐷 𝑒 = 2𝑆 + 1 𝑉
2𝜋 2𝑚

3
2

ℎ3 𝑒 

𝑁 = 0

∞
𝐷(𝑒)

1

exp(𝛽 𝑒−𝜇 )+1
𝑑𝑒      (8.32)

μを変えながら、与えられたNを与えるμを探す

プログラム: EF-T-metal.py

実行法: python ef-t-metal.py

μの計算



統計分布関数

正準分布 (Maxwell-Boltzmann分布): 一般化された統計分布

𝑓𝑀𝐵 𝐸𝑖 = 𝒁−𝟏exp −
𝐸𝑖

𝑘𝐵𝑇
= exp −

𝐸𝑖−𝝁

𝑘𝐵𝑇

大正準分布:

𝑓(𝐸𝑖,𝑁, 𝑁) = exp
𝑵𝝁𝑁−𝐸𝑖,𝑁

𝑘𝐵𝑇

Fermi-Dirac分布:スピンが半整数(波動関数が粒子の交換で反対称)の粒子

𝑓𝐹𝐷 𝑒𝑖 =
1

exp 𝑒𝑖−𝝁 /𝑘𝐵𝑇 +1
       (電子)

Bose-Einstein分布:スピンが整数(波動関数が粒子の交換で対称)の粒子

𝑓𝐵𝐸 𝑒𝑖 =
1

exp 𝑒𝑖−𝝁 /𝑘𝐵𝑇 −1
       (4He,スピンのない原子核)

Planck分布:スピンが整数、波動関数が対称の粒子で、粒子数が保存されない

𝑓𝑃𝐿 𝑒𝑖 =
1

exp 𝑒𝑖/𝑘𝐵𝑇 −1
  (光子、フォノン)



分布関数から物理量を求める方法
1.全粒子数 => を決定
  𝑁 = σ𝑖 𝑓 𝑒𝑖 =  𝑓(𝑒)𝐝𝐫𝐝𝐩

2.統計平均として物理量 Pを導出

𝑃 = σ𝑖 𝑃𝑖𝑓 𝑒𝑖 =  𝑃(𝐫, 𝐩) ⋅ 𝑓(𝐫, 𝐩)𝐝𝐫𝐝𝐩

  平均エネルギーの例: 𝐸 = σ𝑖 𝑒𝑖𝑓 𝑒𝑖 =  𝑒(𝐫, 𝐩) ⋅ 𝑓(𝐫, 𝐩)𝐝𝐫𝐝𝐩

3. 分配関数の微分として物理量を導出

平均エネルギー 𝐸 = −𝑁
𝑑 ln 𝑍

𝑑(1/𝑘𝐵𝑇)
      (4.34)

(平均)分極 𝜇         
𝑑𝑍

𝑑𝐵
=

1

𝑘𝐵𝑇
σ 𝜇𝑖exp +𝜇𝑖𝐵/𝑘𝐵𝑇 =

1

𝑘𝐵𝑇
𝜇

4.自由エネルギーの微分として物理量を導出

Helmholtzエネルギー 𝐹 = −𝑁𝑘𝐵𝑇 ln 𝑍      (4.41)

体積弾性率 BV   : 𝐹 = 𝐹0 +
1

2
𝐵𝑉

𝑉

𝑉0

2
＝＞ 𝐵𝑉 =

𝑑2𝐹

𝑑(𝑉/𝑉0)2

弾性率テンソル 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙  : 𝐹 = 𝐹0 +
1

2
σ 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 𝜖𝑖𝑗𝜖𝑘𝑙  ＝＞ 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 =

𝑑2𝐹

𝑑𝜖𝑖𝑗𝑑𝜖𝑘𝑙

誘電率 𝜀   : 𝐹 = 𝐹0 +
1

2
𝜀𝐸2 ＝＞ 𝜀 =

𝑑2𝐹

𝑑𝐸2

誘電率テンソル 𝜀𝑖𝑗   : 𝐹 = 𝐹0 +
1

2
σ 𝜀𝑖𝑗 𝐸𝑖𝐸𝑗 ＝＞ 𝜀𝑖𝑗 =

𝑑2𝐹

𝑑𝐸𝑖𝑑𝐸𝑗



大正準理論から再度導出してみる: 1粒子当たり

大分配関数 𝒁𝑮 = σ{𝒏𝒊} 𝐞𝐱𝐩 𝜷 σ𝒊 (𝒏𝒊𝝁𝒏𝒊 − 𝑬𝒏𝒊,𝒊)  
   (和記号の{𝑛𝑖}は、すべての独立な ni の組を取る)

粒子間の相互作用を無視する

・ 𝒏𝒊𝝁𝒏𝒊 = 𝒏𝒊𝝁  (1粒子当たり化学ポテンシャルは粒子数に依存しない)

・ 𝑬𝒏𝒊,𝒊 = 𝒏𝒊 𝒆𝒊 (状態iの全エネルギーは各粒子のエネルギーの和)

 𝒁𝑮 =  σ{𝒏𝒊} ς𝒊 𝐞𝐱𝐩 𝜷𝒏𝒊(𝝁 − 𝒆𝒊) = σ𝒏𝟏
σ𝒏𝟐

⋯ ς𝒊 𝐞𝐱𝐩 𝜷𝒏𝒊(𝝁 − 𝒆𝒊)

 = σ𝒏𝟏
𝐞𝐱𝐩 𝜷𝒏𝟏(𝝁 − 𝒆𝟏) σ𝒏𝟐

𝐞𝐱𝐩 𝜷𝒏𝟐(𝝁 − 𝒆𝟐) ⋯ 

 = ς𝒊 σ𝒏𝒊
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝒏𝒊(𝒆𝒊 − 𝝁)

§8.1 大正準分布から量子統計を導出
P. 170



大分配関数 𝒁𝑮 == ς𝒊 σ𝒏𝒊
𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝒏𝒊(𝒆𝒊 − 𝝁)

状態 i を占める占有数 ni の平均 fi

     𝒇𝒊 = 𝒏𝒊 = σ{𝒏𝒊} 𝒏𝒊𝐞𝐱𝐩 𝜷 σ𝒊 𝒏𝒊(𝝁 −𝒆𝒊) /𝒁𝑮 = −𝝏𝐥𝐧 𝒁𝑮/𝝏(𝜷𝒆𝒊)

Fermi統計: ni = 0, 1で和を取る

𝒁𝑮 = ς𝒊 σ𝒏𝒊=0
𝟏 𝐞𝐱𝐩(−𝜷𝒏𝒊(𝒆𝒊 − 𝝁)) = ς𝒊 𝟏 + 𝐞𝐱𝐩(−𝜷(𝒆𝒊 − 𝝁))

𝒇𝒊 = −
𝝏

𝜷𝝏𝒆𝒊
𝐥𝐧 𝒁𝑮 =

𝐞𝐱𝐩(−𝜷 𝒆𝒊−𝝁 )

1+𝐞𝐱𝐩(−𝜷 𝒆𝒊−𝝁 )
=

𝟏

𝐞𝐱𝐩(𝜷 𝒆𝒊−𝝁 )+1

Bose統計: ni = 0, 1, ･･･ で和を取る

𝒁𝑮 = ς𝒊 σ𝒏𝒊=𝟎
∞ 𝐞𝐱𝐩(−𝜷𝒏𝒊(𝒆𝒊 − 𝝁)) = ς𝒊

𝟏

𝟏−𝐞𝐱𝐩(−𝜷(𝒆𝒊−𝝁))
 

𝒇𝒊 = −
𝝏

𝜷𝝏𝒆𝒊
𝐥𝐧 𝒁𝑮 =

𝝏

𝜷𝝏𝒆𝒊
σ𝒊 𝟏 − 𝒆−𝜷 𝒆𝒊−𝝁 =

𝟏

𝐞𝐱𝐩(𝜷 𝒆𝒊−𝝁 )−𝟏

§8.1 大正準分布から量子統計を導出
P. 170



調和振動子の量子統計力学の取り扱い

調和振動子をフォノンの集まりとみる

第一励起状態

調和振動子の解

n = 1

量子数の期待値 <n>

エネルギーの期待値 <En>

n = 2

n = 3

量子数 nの状態を取る

𝐸𝑛 = ℏ𝜔 𝑛 +
1

2

n = 4

基底状態

n = 1

n = 2

n = 3

n = 4

正準分布 (𝑬𝒊)に従う
𝒇 𝑬𝒊 = 𝒁−𝟏 𝐞𝐱𝐩 −𝜷𝑬𝒊

第一励起状態

n = 2

n = 3

n = 4

基底状態

n = 1

n = 2

n = 3

n = 4

n = 1

量子数 nはフォノンの数

フォノンのエネルギー 𝑒 = ℏ𝜔

フォノン (𝒆 = ℏ𝝎)は
大正準分布に従う

Planck分布

𝒇 ℏ𝝎 =
𝟏

𝐞𝐱𝐩 −𝜷ℏ𝝎 − 𝟏



Boltzmann統計、正準統計 => 試験によく出る。Isingモデルなど。
1個の粒子 (正準集団) が複数の準位を作り、そのどれか 1つの状態を取る。

Niのうち取りうる準位はN1+N2+・・・+ Ni-1だけ減少。全粒子数の条件は未定乗数法で入る。

 𝑊 = 𝑊1𝑊2𝑊3 ⋯ =
𝑁!

𝑁1! 𝑁−𝑁1 !

𝑵−𝑵𝟏 !

𝑁2! 𝑁−𝑁1−𝑁2 !

𝑵−𝑵𝟏−𝑵𝟐 !

𝑁3! 𝑁−𝑁1−𝑁2−𝑁3 !
⋯ =

𝑵!

𝑵𝟏!𝑵𝟐!𝑵𝟑!⋯

各種統計における粒子の可能な配置

Bose-Einstein統計
N個の粒子が作る準位のそれぞれに 0個以上の粒子が入れる

 𝑊 = 𝑊1𝑊2𝑊3 ⋯ =
𝑔1+𝑁1−1 !

𝑁1! 𝑔1−1 !

𝑔2+𝑁2−1 !

𝑁2! 𝑔2−1 !

𝑔3+𝑁3−1 !

𝑁3! 𝑔3−1 !
⋯ = ς𝒊

𝒈𝒊+𝑵𝒊−𝟏 !

𝑵𝒊! 𝒈𝒊−𝟏 !

𝑬𝟏

𝑬𝟐

グループ1，𝑬𝟏, 𝒈𝟏 = 𝟖, 𝒏𝟏 = 𝟓

グループ2, 𝑬𝟐, 𝒈𝟐 = 𝟔, 𝒏𝟐 = 𝟑

縮退度 𝒈𝒊

縮退度 𝒈𝒊

グループ1，𝑬𝟏, 𝒈𝟏 = 𝟖, 𝒏𝟏 = 𝟗

グループ2，𝑬𝟐, 𝒈𝟐 = 𝟔, 𝒏𝟐 = 𝟓

Fermi-Dirac統計
N個の粒子が作る準位のそれぞれに 0個あるいは 1個の粒子が入れる。

N1, N2, N3・・・に制約条件は入れる必要はない。全粒子数の条件は未定乗数法で入る。

 𝑊 = 𝑊1𝑊2𝑊3 ⋯ =
𝑔1!

𝑁1! 𝑔1−𝑁1 !

𝒈𝟐!

𝑁2! 𝑔2−𝑁2 !

𝒈𝟑!

𝑁2! 𝑔3−𝑁2 !
⋯ = ς𝒊

𝒈𝒊!

𝑵𝒊! 𝒈𝒊−𝑵𝒊 !

𝑬𝟑
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