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講義予定 火・金 16:15~17:55
第01回 10/2 熱力学第一法則 (松石)
第02回 10/6 熱力学第二法則、熱力学関数 (松石)
第03回 10/13 気体分子運動論 (松石)
第04回 10/16 古典統計力学の基礎 I (気体分子運動論とMaxwell-Boltzmann分布) (松石)
第05回 10/20 古典統計力学の基礎 II

(微視的状態の数、エルゴード仮説、Boltzmann分布) (松石)
第06回 10/23 カノニカル分布とグランドカノニカル分布 (松石)
第07回 10/27 量子統計力学の基礎 I (Fermi-Dirac分布、 Bose-Einstein分布) (神谷)
第08回 10/30 量子統計力学の基礎 II (正準分布) 

理想Bose気体、固体の比熱 (Einsteinの比熱式) (神谷)
第09回 11/6 休講

第10回 11/10 理想Bose気体、固体の比熱 (Debyeの比熱式)、光子と黒体放射 (神谷)
第11回 11/13 理想Fermi気体、金属中の電子 (神谷)
第12回 11/17 半導体中の電子、Fermi準位、真性半導体 (神谷)
第13回 11/20 半導体中の電子、Fermi準位、ドーピング

スピン系の磁化率 (神谷)
第14回 11/24 Bose-Einstein凝縮

アンケート回答 (神谷)
第15回 12/1 試験 (Zoom、資料持ち込み可。15:15までにZoomに入室すること)



出題範囲

・出題範囲は基本的に教科書の範囲

ただし、Einsteinモデル＋量子統計の比熱、電子の磁化率は含む

・基本的な考え方の理解を重視

・数式展開を暗記しないといけない問題は出さない。

・ 基本的な考え方に必要な数式、たとえば

W、Stirlingの式、Boltzmannの原理、統計分布関数の形と使い方、

は出題範囲。

・公式を覚えていないとわからない (不定)積分などは試験問題中で与える

・統計力学の応用での出題範囲

＊Bose粒子、Fermi粒子、古典粒子の統計分布関数の関数系、グラフ、特徴

＊分子の運動（並進、回転、振動）

＊固体の比熱（古典統計、等分配則、Einsteinモデル、Debyeモデル）

＊金属中の電子 (Fermi波数/エネルギー、電子比熱)
＊極性分子の分極率、スピン系の磁化率 (2準位系、多準位系)



授業アンケート

＊今日は周知のみ
＊アンケートの回答は、次回11/24の講義の終わりに時間をとります
＊必ずしも11/24の講義中に回答する必要はありません。

最後の講義（試験）12/1 までに回答するよう、お願いします。

https://www.ks-fdcenter.net/fmane_titech/Ans?ms=t&id=titech&cd=764t3avT

から、統計力学(C)前半、後半の全体について回答。

https://www.ks-fdcenter.net/fmane_titech/Ans?ms=t&id=titech&cd=764t3avT


課題 (11/17)

問題１ Boltzmann近似が成立するとして、問(i) に答えよ。
室温の熱エネルギー kBT = 0.025 eV とする。

(i) 代表的な半導体であるSiの物性値を次の値とし、キャリア密度 ne が 1010~1022 cm-3

の時の300Kにおけるフェルミエネルギー EC – EF (ECは伝導帯端のエネルギー) のグラ
フを描け。伝導帯有効状態密度は NC = 1019 cm-3 とする。

x 102 1 10-3 10-6 10-9

ln(x) 5 0 -7 -14 20

• 講義時間内 (~17:55) に解き、できたところまでを
18:25までに OCWi より提出せよ。

• 手書きが要求される問題は、写真を撮って提出してもよい。

• 電子ファイルで提出できる場合は、なるべく MS-Word、Excel、PowerPoint、
PDFファイルで提出すること。

• 解答ページには、学籍番号と氏名を書くこと



課題解答 (11/17)
問題１ Boltzmann近似が成立するとして、以下の値を用いて、問(i), (ii) に答えよ。

室温の熱エネルギー kBT = 0.025 eV exp(-2) ~ 0.1

(i) 代表的な半導体であるSiの物性値を次の値とし、キャリア密度 ne が 1010~1022 cm-3

の時の300Kにおけるフェルミエネルギー EC – EF (ECは伝導帯端のエネルギー) のグラ
フを描け。伝導帯有効状態密度は NC = 1019 cm-3 とする。
𝒏𝒏𝒆𝒆 = 𝑵𝑵𝑪𝑪𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞(−𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑪𝑪 − 𝑬𝑬𝑭𝑭 ) から
𝑬𝑬𝑪𝑪 − 𝑬𝑬𝑭𝑭 = −𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥(𝒏𝒏𝒆𝒆/𝑵𝑵𝑪𝑪) = −𝟐𝟐𝟐𝟐𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥(𝒏𝒏𝒆𝒆/𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏) [𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦]
(a) ne =1010 cm-3

𝑬𝑬𝑪𝑪 − 𝑬𝑬𝑭𝑭 = −𝟐𝟐𝟐𝟐𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟗𝟗 = 𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 (精確な計算値 540 meV)
(b) ne =1016 cm-3 𝑬𝑬𝑪𝑪 − 𝑬𝑬𝑭𝑭 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 ( 180 meV)
(c) ne =1019 cm-3 𝑬𝑬𝑪𝑪 − 𝑬𝑬𝑭𝑭 = 𝟎𝟎𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 (      0 meV)
(d) ne =1021 cm-3 𝑬𝑬𝑪𝑪 − 𝑬𝑬𝑭𝑭 = −𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦𝐦 (-120 meV)

x 102 1 10-3 10-6 10-9

ln(x) 5 0 -7 -14 20



Fermi準位
−𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑭𝑭 − 𝑬𝑬𝑫𝑫 ≫ 𝟏𝟏の場合 (Boltzman近似)
電荷中性条件 ne = ND

+

𝒏𝒏𝒆𝒆 = 𝑵𝑵𝑪𝑪𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞(−𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑪𝑪 − 𝑬𝑬𝑭𝑭 ) => 𝑬𝑬𝑪𝑪 − 𝑬𝑬𝑭𝑭 = −𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥(𝒏𝒏𝒆𝒆/𝑵𝑵𝑪𝑪)で EFが計算できる

EC – EF = Eg – (EV – EF) (eV)
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		0.7		5.12E+07		9.07E+11

		0.71		3.48E+07		1.33E+12
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		0.92		1.05E+04		4.43E+15
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		0.97		1.52E+03		3.05E+16

		0.98		1.03E+03		4.49E+16

		0.99		7.03E+02		6.61E+16

		1		4.78E+02		9.72E+16

		1.01		3.25E+02		1.43E+17

		1.02		2.21E+02		2.10E+17

		1.03		1.50E+02		3.10E+17

		1.04		1.02E+02		4.56E+17

		1.05		6.93E+01		6.70E+17

		1.06		4.71E+01		9.86E+17

		1.07		3.20E+01		1.45E+18

		1.08		2.18E+01		2.13E+18

		1.09		1.48E+01		3.14E+18

		1.1		1.01E+01		4.62E+18

		1.11		6.83E+00		6.80E+18

		1.12		4.64E+00		1.00E+19
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課題 (11/20)
• 講義時間内 (~17:55) に解き、できたところまでを

18:25までに OCWi より提出せよ。

• 手書きが要求される問題は、写真を撮って提出してもよい。

• 電子ファイルで提出できる場合は、なるべく MS-Word、Excel、PowerPoint、
PDFファイルで提出すること。

• 解答ページには、学籍番号と氏名を書くこと

問題1 ∑𝑖𝑖=0∞ 𝑥𝑥𝑖𝑖 = 1
1−𝑥𝑥

を証明せよ。ただし、|x|<1とする。

問題2 ∑𝑖𝑖=−𝐽𝐽
𝐽𝐽 𝑥𝑥𝑖𝑖 の和を計算し、指数関数、四則計算で表される簡単な式で表せ。



正準集団のまとめ

小正準集団: N, E 一定の状態が出現する確率 p(E) は等しい
等重率の原理
p(E, N) = 1 / W(E, N)        W(E, N): {E, N} をとる状態の数 (配置数)

𝑺𝑺 = 𝒌𝒌𝑩𝑩𝐥𝐥𝐥𝐥𝑾𝑾(𝑬𝑬,𝑵𝑵) => 𝟏𝟏
𝑻𝑻

= 𝝏𝝏𝑺𝑺
𝝏𝝏𝑬𝑬

正準集団: N, T 一定 (外系とエネルギーのやり取りがある)
外系を合わせて全エネルギーが一定になる条件から指数分布が発生

𝒑𝒑(𝑬𝑬, 𝑻𝑻) ∝ 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 − 𝑬𝑬
𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻

大正準集団 : μ, T 一定 (外系とエネルギー、粒子のやり取りがある)
外系を合わせて全粒子数が一定になる条件から指数分布が発生

𝒑𝒑(𝝁𝝁, 𝑻𝑻) ∝ 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 𝒏𝒏𝝁𝝁−𝑬𝑬
𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻



統計分布関数と μの意味
Maxwellの速度分布関数: 古典力学、理想気体、空間の等方性から導出

𝑓𝑓 𝒗𝒗 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = ρ 𝑚𝑚
2𝜋𝜋𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇

𝟑𝟑/𝟐𝟐
exp − 𝑚𝑚𝑣𝑣2

2𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (3.29)

Maxwell-Boltzmann分布: 等重率の原理、最大確率の分布

𝑓𝑓(𝐸𝐸) = 𝒁𝒁−𝟏𝟏exp − 𝐸𝐸
𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇

= exp −𝐸𝐸−𝝁𝝁
𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇

(4.29)

(大)正準分布: 一般化された統計分布、すべての基本、M-B分布と同じ形

大正準分布 𝑓𝑓(𝐸𝐸,𝑁𝑁) = exp −𝐸𝐸−𝑵𝑵𝝁𝝁
𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇

Fermi-Dirac分布: スピンが半整数(波動関数が粒子の交換で反対称)の粒子

𝑓𝑓 𝐸𝐸 = 1
exp 𝐸𝐸−𝝁𝝁 /𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇 +1

(8.5) (電子)
Bose-Einstein分布: スピンが整数(波動関数が粒子の交換で対称)の粒子

𝑓𝑓 𝐸𝐸 = 1
exp 𝐸𝐸−𝝁𝝁 /𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇 −1

(7.20) (4He, スピンのない原子核) 
Planck分布: スピンが整数、波動関数が対称の粒子で、粒子数が保存されない

𝑓𝑓 𝐸𝐸 = 1
exp 𝐸𝐸/𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇 −1

(7.21) (光子、フォノン)

µ: 化学ポテンシャル (電子を扱う場合は、フェルミエネルギー EF)
全粒子数 Nの条件から決められる 𝑁𝑁 = ∑𝑖𝑖 𝑓𝑓 𝐸𝐸𝑖𝑖 = ∫𝐷𝐷(𝐸𝐸)𝑓𝑓(𝐸𝐸)𝑑𝑑𝑑𝑑



分布関数から物理量を求める方法
1. 全粒子数 => µを決定

𝑁𝑁 = ∑𝑖𝑖 𝑓𝑓 𝐸𝐸𝑖𝑖 = ∫𝑓𝑓(𝐸𝐸)𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 = ∫𝑫𝑫(𝑬𝑬)𝑓𝑓(𝐸𝐸)𝒅𝒅𝒅𝒅
2. 全エネルギーを計算

𝐸𝐸 = ∑𝑖𝑖 𝐸𝐸𝑖𝑖𝑓𝑓 𝐸𝐸𝑖𝑖 = ∫𝐸𝐸(𝐫𝐫,𝐩𝐩) ⋅ 𝑓𝑓(𝐫𝐫,𝐩𝐩)𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 = ∫𝐸𝐸𝑫𝑫(𝑬𝑬)𝑓𝑓(𝐸𝐸)𝒅𝒅𝒅𝒅
3a．統計平均として物理量 P を導出

𝑃𝑃 = ∑𝑖𝑖 Ψ𝑖𝑖 𝑃𝑃 Ψ𝑖𝑖 𝑓𝑓 𝐸𝐸𝑖𝑖 = ∫𝑃𝑃(𝐫𝐫,𝐩𝐩) ⋅ 𝑓𝑓(𝐫𝐫,𝐩𝐩)𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝 = ∫𝑃𝑃(𝐸𝐸)𝑫𝑫(𝑬𝑬)𝑓𝑓(𝐸𝐸)𝒅𝒅𝒅𝒅
3b. 分配関数の微分として物理量を導出

平均エネルギー 𝐸𝐸 = −𝑁𝑁 𝑑𝑑 ln 𝑍𝑍
𝑑𝑑(1/𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇)

(4.34)

(平均) 粒子数 𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝐸𝐸𝑖𝑖

= − 1
𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇

∑ exp −𝐸𝐸𝑖𝑖/𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇 = − 1
𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇

𝑁𝑁

(平均) 分極 𝜇𝜇 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 1
𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇

∑𝜇𝜇𝑖𝑖exp +𝜇𝜇𝑖𝑖𝐵𝐵/𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇 = 1
𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇

𝜇𝜇

3c. 自由エネルギーの微分として物理量を導出

Helmholtzエネルギー 𝐹𝐹 = −𝑁𝑁𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇 ln𝑍𝑍 (4.41)

体積弾性率 BV :𝐹𝐹 = 𝐹𝐹0 + (1/2)𝐵𝐵𝑉𝑉 𝑉𝑉/𝑉𝑉0 2 ＝＞ 𝐵𝐵𝑉𝑉 = 𝑑𝑑2𝐹𝐹
𝑑𝑑(𝑉𝑉/𝑉𝑉0)2



状態密度 𝐷𝐷 𝐸𝐸 , 𝑔𝑔 𝐸𝐸 , 𝑍𝑍 𝐸𝐸
基本：分布関数を使って物理量 P の統計平均を直接導出する

P の統計平均 𝑃𝑃 = ∑𝑖𝑖 𝑃𝑃𝑖𝑖 𝑓𝑓 𝐸𝐸𝑖𝑖 = ∑𝑖𝑖 𝑃𝑃𝑖𝑖 exp −𝛽𝛽𝐸𝐸𝑖𝑖
𝑍𝑍

(6.8)

(量子統計力学では) 分布関数はエネルギー E の関数で与えられるので、
E における状態の数状態密度 D(E) を使ったほうが簡単に計算できる

𝑁𝑁 𝐸𝐸 = 𝐷𝐷 𝐸𝐸 𝑓𝑓 𝐸𝐸

P の統計平均 𝑃𝑃 = ∑𝑖𝑖 𝑃𝑃𝑖𝑖 𝑓𝑓 𝐸𝐸𝑖𝑖 = ∫𝑃𝑃 𝒓𝒓,𝒑𝒑 𝑓𝑓 𝒓𝒓,𝒑𝒑 𝑑𝑑𝒓𝒓𝑑𝑑𝒑𝒑 = ∫𝑃𝑃 𝐸𝐸 𝐷𝐷 𝐸𝐸 𝑓𝑓 𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑

自由電子 : 𝐷𝐷 𝐸𝐸 = 2𝑆𝑆 + 1 𝑉𝑉 2𝜋𝜋 2𝑚𝑚 3/2

ℎ3
𝐸𝐸 (8.31)

自由フォノン: 𝑔𝑔 𝜔𝜔 = 9𝑁𝑁
𝜔𝜔𝐷𝐷2

𝜔𝜔2 (𝜔𝜔 < 𝜔𝜔𝐷𝐷) (9.9)

光子 : 𝑍𝑍 ν = 8𝜋𝜋𝑉𝑉
𝑐𝑐3

ν2



Fermi-Dirac統計の応用: 理想フェルミ気体

半導体中の電子



半導体の電子構造

真空準位 Evac

伝導帯下端 EC

バンドギャップ
Eg

価電子帯

伝導帯

フェルミ準位 EF

価電子帯上端 EV

( )
Ce

e

EED

ED

−= 0

( )
EED

ED

Vh

h

−= 0

エ
ネ
ル

ギ
ー

E

状態密度 D(E)

EC

EV

EF

𝐸𝐸 𝑘𝑘 ~𝐸𝐸0 + ℏ2

2𝑚𝑚∗ 𝒌𝒌2

E に関する状態密度
𝑫𝑫 𝑬𝑬 = 𝑵𝑵(𝑬𝑬)/𝑽𝑽

= 𝟐𝟐𝝅𝝅 𝟐𝟐𝒎𝒎∗ 𝟑𝟑/𝟐𝟐

𝒉𝒉𝟑𝟑
𝑬𝑬 (9.41)

Fermi-Dirac分布関数

𝑓𝑓(𝐸𝐸) = 1
exp(𝛽𝛽 𝐸𝐸−𝐸𝐸𝐹𝐹 )+1

(8.5)

半導体中:
原子核の総電荷 𝑍𝑍 = ∑𝑍𝑍𝑖𝑖 と
総電子数 𝑁𝑁𝑒𝑒
が等しく、電荷中性条件を満たす

・電子数の条件 (電荷中性条件)
𝑁𝑁𝑒𝑒 = ∫𝐷𝐷 𝐸𝐸 𝑓𝑓(𝐸𝐸)𝑑𝑑𝑑𝑑

・ 真性半導体では、0 Kでは
価電子帯上端 EV まで
電子が詰まっている



電子と正孔: 電荷中性条件の書き換え
0 K における全電子数の条件 𝑁𝑁𝑒𝑒 = ∫−∞

∞ 𝑓𝑓 𝐸𝐸 𝐷𝐷 𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫−∞
𝐸𝐸𝑉𝑉 𝐷𝐷ℎ 𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑

有限温度における全電子数の条件 => 電荷中性条件に置き換える

𝑁𝑁𝑒𝑒 = ∫−∞
∞ 𝑓𝑓 𝐸𝐸 𝐷𝐷 𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑁𝑁𝑒𝑒 は 𝑁𝑁𝐴𝐴 程度の大きな数なので、扱いにくい

=> 𝑁𝑁𝑒𝑒′ = ∫−∞
∞ 𝑓𝑓(𝐸𝐸)𝐷𝐷 𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑁𝑁𝑒𝑒 = 0 を基準に考える

𝑁𝑁𝑒𝑒′ = ∫−∞
𝐸𝐸𝑉𝑉 𝑓𝑓(𝐸𝐸)𝐷𝐷ℎ 𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑 − ∫−∞

𝐸𝐸𝑉𝑉 𝐷𝐷ℎ 𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑 + ∫𝐸𝐸𝐶𝐶
∞ 𝑓𝑓 𝐸𝐸 𝐷𝐷𝑒𝑒 𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑛𝑛ℎ + 𝑛𝑛𝑒𝑒 = 0

𝑛𝑛ℎ = ∫−∞
𝐸𝐸𝑉𝑉 1 − 𝑓𝑓(𝐸𝐸) 𝐷𝐷ℎ 𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫−∞

𝐸𝐸𝑉𝑉 𝑓𝑓ℎ(𝐸𝐸)𝐷𝐷ℎ 𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝒇𝒇𝒉𝒉 𝑬𝑬 = 𝟏𝟏 − 𝒇𝒇 𝑬𝑬 = exp 𝛽𝛽 𝐸𝐸−𝐸𝐸𝐹𝐹
exp 𝛽𝛽 𝐸𝐸−𝐸𝐸𝐹𝐹 +1

= 1
exp(𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐹𝐹−𝐸𝐸 )+1

※正孔は電子が空いた “孔” とみなすことができる

𝑛𝑛𝑒𝑒 = ∫𝐸𝐸𝐶𝐶
∞ 𝑓𝑓𝑒𝑒(𝐸𝐸)𝐷𝐷e 𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑓𝑓𝑒𝑒(𝐸𝐸) = 1
exp(𝛽𝛽 𝐸𝐸−𝐸𝐸𝐹𝐹 )+1

𝑁𝑁𝑒𝑒′ = −𝑛𝑛ℎ + 𝑛𝑛𝑒𝑒 = 0 => 𝑛𝑛ℎ = 𝑛𝑛𝑒𝑒: 電荷中性条件

0
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0.4

0.6

0.8

1

1.2

-0.5 0 0.5 1
E / eV

fe(E) fh(E)



自由電子密度、自由正孔密度
𝑛𝑛𝑒𝑒 = ∫𝐸𝐸𝐶𝐶

∞ 𝑓𝑓𝑒𝑒(𝐸𝐸)𝐷𝐷𝑒𝑒 𝐸𝐸 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑓𝑓𝑒𝑒(𝐸𝐸) = 1
exp(𝛽𝛽 𝐸𝐸−𝐸𝐸𝐹𝐹 )+1

𝐷𝐷𝑒𝑒 𝐸𝐸 = 𝐷𝐷𝐶𝐶𝐶 𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝐶𝐶 (9.41)

𝐷𝐷𝐶𝐶𝐶 = 2
𝜋𝜋2

𝑚𝑚𝑒𝑒
∗3/2

ℏ3

非縮退半導体 𝛽𝛽 𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝐹𝐹 >>1 では

𝑛𝑛𝑒𝑒~∫𝐸𝐸𝐶𝐶
∞ 2
𝜋𝜋2

𝑚𝑚𝑒𝑒
∗3/2

ℏ3
𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝐶𝐶exp(−𝛽𝛽 𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝐹𝐹 )𝑑𝑑𝑑𝑑

= 2
𝜋𝜋2

𝑚𝑚𝑒𝑒
∗3/2

ℏ3
𝑒𝑒−𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐶𝐶−𝐸𝐸𝐹𝐹 ∫0

∞ 𝑒𝑒exp(−𝛽𝛽𝑒𝑒)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝒏𝒏𝒆𝒆 = 𝑵𝑵𝑪𝑪𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞(−𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑪𝑪 − 𝑬𝑬𝑭𝑭 )

𝑵𝑵𝑪𝑪 = 𝟐𝟐 𝟐𝟐𝝅𝝅𝒎𝒎𝒆𝒆
∗𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻

𝒉𝒉𝟐𝟐

𝟑𝟑/𝟐𝟐
伝導帯有効状態密度

同様に
𝒏𝒏𝒉𝒉 = 𝑵𝑵𝑽𝑽𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞(−𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑭𝑭 − 𝑬𝑬𝑽𝑽 )

𝑵𝑵𝑽𝑽 = 𝟐𝟐 𝟐𝟐𝝅𝝅𝒎𝒎h
∗𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻

𝒉𝒉𝟐𝟐

𝟑𝟑/𝟐𝟐
価電子帯有効状態密度

EV EC

EF

価電子帯 伝導帯

E

状
態

密
度

DV(E)
DC(E)

fe(E)

0.E+00

1.E+21

2.E+21

-0.5 0 0.5 1 1.5

D(E)

D(E)f(E)

f(E)

E (eV)

EF = 0.3 eV

D
O

S 
(c

m
-3

/e
V

)

1



不純物 (ドープ) 半導体

伝導帯

真性半導体

EF

価電子帯

伝導帯

n型半導体

EF

価電子帯

伝導帯

p型半導体

EF

価電子帯

ED
EC

EV
EA

自由電子

自由正孔

ドナー (donor): 電子を与える (donate) ことができる電子状態
はき出せる電子をもっている状態が電気的中性 : D0

一部のドナーは電子をはき出してイオン化している: D+

ドナー準位 ED ドナー密度 ND

アクセプター (acceptor): 電子を受け取る (accept) ことができる電子状態
電子を受け取れる状態が電気的中性 : A0

一部のアクセプターは電子を受け取ってイオン化している: A-

アクセプター準位 EA アクセプター密度 NA

D0 D＋

A0
A-



ドナー準位、アクセプター準位の状態

中性ドナー密度 ND
0 = ND – ND

+ イオン化ドナー密度 ND
+

𝑁𝑁𝐷𝐷0 = 𝑁𝑁𝐷𝐷
1

exp(𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐷𝐷−𝐸𝐸𝐹𝐹 )+1
~ 𝑁𝑁𝐷𝐷exp(−𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐷𝐷 − 𝐸𝐸𝐹𝐹 ) (𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐷𝐷 − 𝐸𝐸𝐹𝐹 ≫ 1)

𝑵𝑵𝑫𝑫
+ = 𝑁𝑁𝐷𝐷 1 − 1

exp(𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐷𝐷−𝐸𝐸𝐹𝐹 )+1
~ 𝑁𝑁𝐷𝐷 1 − exp(−𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐷𝐷 − 𝐸𝐸𝐹𝐹 ) (𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐷𝐷 − 𝐸𝐸𝐹𝐹 ≫ 1)
~ 𝑁𝑁𝐷𝐷 exp(−𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐹𝐹 − 𝐸𝐸𝐷𝐷 ) (𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐹𝐹 − 𝐸𝐸𝐷𝐷 ≫ 1)

イオン化アクセプター密度 NA
- 中性アクセプター密度 NA

0 = NA – NA
-

𝑵𝑵𝑨𝑨
− = 𝑁𝑁𝐴𝐴

1
exp(𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐴𝐴−𝐸𝐸𝐹𝐹 )+1

~ 𝑵𝑵𝑨𝑨𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞(−𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑨𝑨 − 𝑬𝑬𝑭𝑭 ) (𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐴𝐴 − 𝐸𝐸𝐹𝐹 ≫ 1)

𝑁𝑁𝐴𝐴0 = 𝑁𝑁𝐴𝐴 1 − 1
exp(𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐴𝐴−𝐸𝐸𝐹𝐹 )+1

~ 𝑁𝑁𝐴𝐴 1 − exp(−𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐴𝐴 − 𝐸𝐸𝐹𝐹 ) 𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐴𝐴 − 𝐸𝐸𝐹𝐹 ≫ 1

~ 𝑁𝑁𝐴𝐴exp(−𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐹𝐹 − 𝐸𝐸𝐴𝐴 ) (𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐹𝐹 − 𝐸𝐸𝐴𝐴 ≫ 1)

EV ECEDEA

NA ND

EF

( )Fe EEf ,

エネルギー

状
態

密
度



どうやってフェルミ準位を求めるか？

EV EC

Eg = EC - EV

( ) CCC EEDED −= 0

( )
EED

ED

VV

V

−= 0

EDEA

NA ND

EF

NA
- + Ne = ND

+ + Nh

( ) ( )∫
∞

=
CE FeCe dEEEfEDN ,

( )[ ]FDeDD EEfNN ,1−=+

EF

( )Fe EEf ,

価電子帯 伝導帯

電荷中性条件

エネルギー

状
態

密
度



どうやってFermi準位を求めるか？

0.00E+00

5.00E+20

1.00E+21

-0.2 0 0.2 0.4

0.00E+00

5.00E+20

1.00E+21

-0.2 0 0.2 0.4
0.00E+00

5.00E+20

1.00E+21

-0.2 0 0.2 0.4

E / eV

E / eVE / eV

( )ED

𝑵𝑵 𝑬𝑬
= 𝑫𝑫 𝑬𝑬 𝒇𝒇(𝑬𝑬)

EF = -0.1 eV EF = +0.1 eV

EF = 0 eV
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N
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ne + NA
- = nh + ND

+ EF電荷中性条件



-1.E+15

-7.E+14

-2.E+14

3.E+14

8.E+14

0.8 0.9 1 1.1 1.2

Fermi準位の求め方: 図解

∆Q = (ne + NA
-) – (nh + ND

+) をEFに対してプロットし、ゼロ点を求める

( ) ( )∫
∞

=
CE Feee dEEEfEDn ,

( )[ ]FDeDD EEfNN ,1−=+

( ) ( )∫ ∞−
= VE

Fhhh dEEEfEDn ,

( )[ ]FAhAA EEfNN ,1−=−

( ) ( )FeFh EEfEEf ,1, −=
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Fermi準位の計算: プログラム
∆Q(EF) = (ne + NA

-) – (nh + ND
+) = 0 を満たす EFを求める。

Newton法は発散しやすい ＝＞ 二分法を使う
数値積分の講義資料: http://conf.msl.titech.ac.jp/Lecture/python/index-numericalanalysis.html

原理: f(x) が単調関数であれば、解 x は f(x0) < 0 かつ f(x1) > 0
(あるいは f(x0) > 0 かつ f(x1) < 0) を満たす区間 [x0, x1] に1つ存在する。

手順: f(x0) < 0 かつ f(x1) > 0の場合を考える (f(x0)･f(x1) < 0 で判断)。
1. x2 = (x0 + x1) / 2.0
2. f(x2) > 0 (f(x0)･f(x2) < 0) であれば、 x1 をx2 で置き換える

f(x2) < 0 (f(x1)･f(x2) < 0) であれば、 x0 をx2 で置き換える
3. |x1 – x0|, |f(x1) – f(x0)| が必要な精度以下になったら、

解を x2にして反復終了
4. 1. に戻って反復

x0 x1
x2 x3 

x4 x5

x6



Fermi準位の計算: プログラム
プログラム: EF-T-semiconductor.py
使用法: python EF-T-semiconductor.py EA NA ED ND Ec Nv Nc

使用例: python EF-T-semiconductor.py 0.05 1.0e15 0.95 1.0e16 1.0 1.2e19 2.1e18
EV = 0, Ec = 1.0 eV (= バンドギャップ)
EA = 0.05 eV, NA = 1015 cm-3, 
ED = 0.95 eV, ND = 1016 cm-3

Nc = 1.2x1019 cm-3

Nv = 2.1x1018 cm-3



どうやってEFを決めるか: Boltzmann近似

EV EC

( ) CCC EEDED −= 0

( )
EED

ED

VV

V

−= 0

EDEA

NA ND

EF

( )Fe EEf ,

価電子帯 伝導帯

非縮退半導体 𝛽𝛽 𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝐹𝐹 >>1 
𝑛𝑛𝑒𝑒 = 𝑁𝑁𝐶𝐶exp(−𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐶𝐶 − 𝐸𝐸𝐹𝐹 )
𝑛𝑛ℎ = 𝑁𝑁𝑉𝑉exp(−𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐹𝐹 − 𝐸𝐸𝑉𝑉 )
𝑁𝑁𝐷𝐷+~𝑁𝑁𝐷𝐷exp(−𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐹𝐹 − 𝐸𝐸𝐷𝐷 ) (𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐹𝐹 − 𝐸𝐸𝐷𝐷 ≫ 1)
𝑁𝑁𝐴𝐴− ~𝑁𝑁𝐴𝐴exp(−𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐴𝐴 − 𝐸𝐸𝐹𝐹 ) (𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐴𝐴 − 𝐸𝐸𝐹𝐹 ≫ 1)

電荷中性条件 ne + NA
- = nh + ND

+ => EF

エネルギー

状
態

密
度



Fermi準位: 真性半導体
電荷中性条件 ne = nh
𝒏𝒏𝒆𝒆 = 𝑵𝑵𝑪𝑪𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞(−𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑪𝑪 − 𝑬𝑬𝑭𝑭 )
𝒏𝒏𝒉𝒉 = 𝑵𝑵𝑽𝑽𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞(−𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑭𝑭 − 𝑬𝑬𝑽𝑽 )
𝑵𝑵𝑪𝑪𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞(−𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑪𝑪 − 𝑬𝑬𝑭𝑭 ) = 𝑵𝑵𝑽𝑽𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆(−𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑭𝑭 − 𝑬𝑬𝑽𝑽 )
𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 𝟐𝟐𝜷𝜷𝑬𝑬𝑭𝑭 = 𝑵𝑵𝑽𝑽

𝑵𝑵𝑪𝑪
𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆𝒆(𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑪𝑪 + 𝑬𝑬𝑽𝑽 )

𝑬𝑬𝑭𝑭 = 𝑬𝑬𝑪𝑪+𝑬𝑬𝑽𝑽
𝟐𝟐

+ 𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻
𝟐𝟐
𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥 𝑵𝑵𝑽𝑽

𝑵𝑵𝑪𝑪
= 𝑬𝑬𝑪𝑪+𝑬𝑬𝑽𝑽

𝟐𝟐
+ 𝟑𝟑𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻

𝟒𝟒
𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥 𝒎𝒎𝒉𝒉

∗

𝒎𝒎𝒆𝒆∗

𝒏𝒏𝒆𝒆 = 𝑵𝑵𝑪𝑪𝑵𝑵𝑽𝑽𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 −𝑬𝑬𝒈𝒈/𝟐𝟐𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻
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Fermi準位: 価電子帯、アクセプターを無視できる場合

−𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑭𝑭 − 𝑬𝑬𝑫𝑫 ≫ 𝟏𝟏の場合 (Boltzman近似)
電荷中性条件 ne = ND

+

𝒏𝒏𝒆𝒆 = 𝑵𝑵𝑪𝑪𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞(−𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑪𝑪 − 𝑬𝑬𝑭𝑭 ) => 𝑬𝑬𝑪𝑪 − 𝑬𝑬𝑭𝑭 = −𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥(𝒏𝒏𝒆𝒆/𝑵𝑵𝑪𝑪)で EFが計算できる
𝑵𝑵𝑫𝑫

+ = 𝑵𝑵𝑫𝑫 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞(−𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑭𝑭 − 𝑬𝑬𝑫𝑫 )
𝑵𝑵𝑪𝑪𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞(−𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑪𝑪 − 𝑬𝑬𝑭𝑭 ) = 𝑵𝑵𝑫𝑫 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞(−𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑭𝑭 − 𝑬𝑬𝑫𝑫 )

𝑬𝑬𝑭𝑭 = 𝑬𝑬𝑪𝑪+𝑬𝑬𝑫𝑫
𝟐𝟐

+ 𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻
𝟐𝟐
𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥 𝑵𝑵𝑫𝑫

𝑵𝑵𝑪𝑪

𝒏𝒏𝒆𝒆 = 𝑵𝑵𝑪𝑪𝑵𝑵𝑫𝑫𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 −𝑬𝑬𝑪𝑪−𝑬𝑬𝑫𝑫
𝟐𝟐𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻

EC – EF = Eg – (EV – EF) (eV)
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Fermiエネルギーの温度依存性
真性半導体 ND = NA = 0
電荷中性条件 𝑛𝑛𝑒𝑒 = 𝑛𝑛ℎ
𝑁𝑁𝐶𝐶exp(−𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐶𝐶 − 𝐸𝐸𝐹𝐹 ) = 𝑁𝑁𝑉𝑉exp(−𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐹𝐹 − 𝐸𝐸𝑉𝑉 )
𝑬𝑬𝑭𝑭 = 𝑬𝑬𝑽𝑽+𝑬𝑬𝑪𝑪

𝟐𝟐
+ 𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻

𝟐𝟐
𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥 𝑵𝑵𝑽𝑽

𝑵𝑵𝑪𝑪

𝒏𝒏𝒆𝒆 = 𝒏𝒏𝒉𝒉 = 𝑵𝑵𝑽𝑽𝑵𝑵𝑪𝑪 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 −𝑬𝑬𝑪𝑪−𝑬𝑬𝑽𝑽
𝟐𝟐𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻

= 𝑵𝑵𝑽𝑽𝑵𝑵𝑪𝑪 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 − 𝑬𝑬𝒈𝒈
𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐

N型半導体 nh ~ 0,  NA = 0
電荷中性条件

𝑛𝑛𝑒𝑒 = 𝑁𝑁𝐷𝐷+ ~ 𝑁𝑁𝐷𝐷 exp(−𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐹𝐹 − 𝐸𝐸𝐷𝐷 )
(𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐹𝐹 − 𝐸𝐸𝐷𝐷 ≫ 1)

𝑬𝑬𝑭𝑭 = 𝑬𝑬𝑪𝑪+𝑬𝑬𝑫𝑫
𝟐𝟐

+ 𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻
𝟐𝟐
𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥 𝑵𝑵𝑫𝑫

𝑵𝑵𝑪𝑪

𝒏𝒏𝒆𝒆 = 𝑵𝑵𝑪𝑪𝑵𝑵𝑫𝑫 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 −𝑬𝑬𝑪𝑪−𝑬𝑬𝑫𝑫
𝟐𝟐𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻

P型半導体 ne ~ 0,  ND = 0
電荷中性条件

𝑛𝑛ℎ = 𝑁𝑁𝐴𝐴− ~ 𝑁𝑁𝐴𝐴 exp(−𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐴𝐴 − 𝐸𝐸𝐹𝐹 )
(𝛽𝛽 𝐸𝐸𝐴𝐴 − 𝐸𝐸𝐹𝐹 ≫ 1)

𝑬𝑬𝑭𝑭 = 𝑬𝑬𝑽𝑽+𝑬𝑬𝑨𝑨
𝟐𝟐

− 𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻
𝟐𝟐
𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥 𝑵𝑵𝑨𝑨

𝑵𝑵𝑽𝑽

𝒏𝒏𝒉𝒉 = 𝑵𝑵𝑽𝑽𝑵𝑵𝑨𝑨 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 −𝑬𝑬𝑨𝑨−𝑬𝑬𝑽𝑽
𝟐𝟐𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻



キャリア密度の温度依存性とドナー準位
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Ea = Eg / 2

Ea = (EC – ED) / 2
(EA – EV) / 2

真性領域 – 出払い領域 – 凍結領域
(－外因性領域、不純物領域－)

ND = 1016 cm-3
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		5.2631578947		5.2631578947		5.2631578947		5.2631578947		5.2631578947

		4.7619047619		4.7619047619		4.7619047619		4.7619047619		4.7619047619

		4.347826087		4.347826087		4.347826087		4.347826087		4.347826087

		4		4		4		4		4

		3.7037037037		3.7037037037		3.7037037037		3.7037037037		3.7037037037

		3.4482758621		3.4482758621		3.4482758621		3.4482758621		3.4482758621

		3.2258064516		3.2258064516		3.2258064516		3.2258064516		3.2258064516

		3.0303030303		3.0303030303		3.0303030303		3.0303030303		3.0303030303

		2.8571428571		2.8571428571		2.8571428571		2.8571428571		2.8571428571

		2.7027027027		2.7027027027		2.7027027027		2.7027027027		2.7027027027

		2.5641025641		2.5641025641		2.5641025641		2.5641025641		2.5641025641

		2.4390243902		2.4390243902		2.4390243902		2.4390243902		2.4390243902

		2.3255813953		2.3255813953		2.3255813953		2.3255813953		2.3255813953

		2.2222222222		2.2222222222		2.2222222222		2.2222222222		2.2222222222

		2.1276595745		2.1276595745		2.1276595745		2.1276595745		2.1276595745

		2.0408163265		2.0408163265		2.0408163265		2.0408163265		2.0408163265

		1.9607843137		1.9607843137		1.9607843137		1.9607843137		1.9607843137

		1.8867924528		1.8867924528		1.8867924528		1.8867924528		1.8867924528

		1.8181818182		1.8181818182		1.8181818182		1.8181818182		1.8181818182

		1.7543859649		1.7543859649		1.7543859649		1.7543859649		1.7543859649

		1.6949152542		1.6949152542		1.6949152542		1.6949152542		1.6949152542

		1.6393442623		1.6393442623		1.6393442623		1.6393442623		1.6393442623

		1.5873015873		1.5873015873		1.5873015873		1.5873015873		1.5873015873

		1.5384615385		1.5384615385		1.5384615385		1.5384615385		1.5384615385

		1.4925373134		1.4925373134		1.4925373134		1.4925373134		1.4925373134

		1.4492753623		1.4492753623		1.4492753623		1.4492753623		1.4492753623

		1.4084507042		1.4084507042		1.4084507042		1.4084507042		1.4084507042

		1.3698630137		1.3698630137		1.3698630137		1.3698630137		1.3698630137

		1.3333333333		1.3333333333		1.3333333333		1.3333333333		1.3333333333

		1.2987012987		1.2987012987		1.2987012987		1.2987012987		1.2987012987

		1.2658227848		1.2658227848		1.2658227848		1.2658227848		1.2658227848

		1.2345679012		1.2345679012		1.2345679012		1.2345679012		1.2345679012

		1.2048192771		1.2048192771		1.2048192771		1.2048192771		1.2048192771

		1.1764705882		1.1764705882		1.1764705882		1.1764705882		1.1764705882

		1.1494252874		1.1494252874		1.1494252874		1.1494252874		1.1494252874

		1.1235955056		1.1235955056		1.1235955056		1.1235955056		1.1235955056

		1.0989010989		1.0989010989		1.0989010989		1.0989010989		1.0989010989

		1.0752688172		1.0752688172		1.0752688172		1.0752688172		1.0752688172

		1.0526315789		1.0526315789		1.0526315789		1.0526315789		1.0526315789

		1.0309278351		1.0309278351		1.0309278351		1.0309278351		1.0309278351

		1.0101010101		1.0101010101		1.0101010101		1.0101010101		1.0101010101



.8eV,45meV,1e16

1.12eV,45meV,1e15

1.12eV,45meV,1e16

1.12eV,45meV,1e17

1.12eV,200meV,1e16

53560.0935891754

16937.188743187

53560.0935890994

169371.887433626

4.68525184858885E-35

4422796480696.18

1397905693396.3

4422844613342.15

13988061246547

0.4230905402

208266292895734

64387263361872.9

208230357595208

662937335044782

3248135.75103461

1.13047218047937E+15

314324784132272

1.13050608497602E+15

3.71809471816515E+15

3162228438.84093

2.80391355230638E+15

632147888740495

2.80395825335469E+15

9.89604256015142E+15

151533190275.93

4.70683976464261E+15

829822020550858

4.70686808175099E+15

1.84398724306196E+16

1830567201735.17

6.332922157383E+15

914095552122707

6.33287380842442E+15

2.81038189392082E+16

10476230401800.7

7.49222509630238E+15

946858513903842

7.49205432034027E+15

3.77894334402142E+16

38157198481960.3

8.23818083750136E+15

959525747618179

8.23842677404654E+15

4.67638555721132E+16

103417657525666

8.69708271877306E+15

964002112662257

8.69677962331123E+15

5.46457134502424E+16

228275064204523

8.97514149683938E+15

964811187037942

8.97483010612264E+15

6.13208178888312E+16

433818559248481

9.14302564084582E+15

963788779702853

9.14303442006889E+15

6.68272511843788E+16

735804755381617

9.24356817747453E+15

961830000323500

9.24338032470558E+15

7.1297591836767E+16

1.14136925864529E+15

9.30211053904113E+15

959358300556702

9.30220949553419E+15

7.48823196664921E+16

1.64720482019279E+15

9.33350301143147E+15

956555097911972

9.33359546999234E+15

7.77427296267674E+16

2.23943671129609E+15

9.34731096526192E+15

953570094319493

9.347287640827E+15

8.00156596671015E+16

2.89556210535961E+15

9.34935332888796E+15

950459739538584

9.34914667173865E+15

8.1816841343355E+16

3.58706528186043E+15

9.34284848605983E+15

947311345493239

9.34286618936824E+15

8.32400439950988E+16

4.28387911644162E+15

9.3309152959728E+15

944151437879602

9.33070621607962E+15

8.43628008545258E+16

4.95744327605416E+15

9.31473281188216E+15

940980422422122

9.31450309662677E+15

8.52477062407888E+16

5.58435421292294E+15

9.29610728673228E+15

937820333521175

9.29550316720679E+15

8.59400062182697E+16

6.14862409951798E+15

9.27647396958388E+15

934684994224672

9.27425589032277E+15

8.6478025429194E+16

6.64157378433363E+15

9.25830756498153E+15

931579540614435

9.25155790423832E+15

8.68920720611394E+16

7.06117993145645E+15

9.24635093494949E+15

928539430372815

9.22779759943269E+15

8.72055626868028E+16

7.41082585834845E+15

9.25015332700696E+15

925678124705457

9.20321139447092E+15

8.74360232291768E+16

7.69719050190898E+15

9.28818102354829E+15

923187308714713

9.17807989521603E+15

8.75976416509967E+16

7.92820062986941E+15

9.39422292404589E+15

921679986501687

9.15287893626423E+15

8.77033331191154E+16

8.11278026399828E+15

9.62232206940306E+15

922575389227353

9.12774311212222E+15

8.7764841881773E+16

8.25873261972934E+15

1.00499038434397E+16

928879819383509

9.10283724215732E+15

8.77868081851562E+16

8.37361383764561E+15

1.07704011865428E+16

946528744120193

9.07940575467056E+15

8.77766265786179E+16

8.46408163613281E+15

1.18779326486585E+16

985629752917069

9.05840910288323E+15

8.77411221451336E+16

8.53665201249142E+15

1.34559810936464E+16

1.06063691406257E+15

9.04268785762451E+15

8.76824967904818E+16

8.59760141354278E+15

1.55760486669236E+16

1.18823568615336E+15

9.03652591044179E+15

8.76069378351597E+16

8.65488759832067E+15

1.83057773661902E+16

1.38468402459438E+15

9.0478491819078E+15

8.75162939520542E+16

8.71881580140665E+15

2.1713134698376E+16

1.66531768861036E+15

9.08924393941858E+15

8.74161458922798E+16

8.80396327932999E+15

2.58727871528454E+16

2.04584914758535E+15

9.17999027693652E+15

8.73104156818309E+16

8.93137449776485E+15

3.08647481023524E+16

2.54405156303154E+15

9.34812437651183E+15

8.72027512210177E+16

9.13019743670188E+15

3.67746510277157E+16

3.18027518242544E+15

9.63014206149879E+15

8.7102244067705E+16

9.43778670659217E+15

4.36937785729459E+16

3.97795279280886E+15

1.00697459025895E+16

8.70160305466547E+16

9.8985592382073E+15

5.17163604850254E+16

4.96332334021989E+15

1.07133985891451E+16

8.69571032064871E+16

1.0558978583295E+16

6.09400073430764E+16

6.16547261290136E+15

1.16056084622197E+16

8.69446395061929E+16

1.14642885751686E+16

7.14650927065389E+16

7.61625106528288E+15

1.27863674056145E+16

8.69992006849009E+16

1.26545004292146E+16

8.33930676205105E+16

9.35011867682261E+15

1.42917242095499E+16

8.71527684013908E+16

1.41664802128001E+16

9.68261819403797E+16

1.14040822565914E+16

1.61557061742167E+16

8.74478071496843E+16

1.60344198878509E+16

1.11867691245299E+17

1.38175811834913E+16

1.84125512148856E+16

8.79339174790571E+16

1.82929967852683E+16

1.28620262066903E+17

1.66323699096965E+16

2.10983626801622E+16

8.86768262456002E+16

2.09788967750284E+16

1.47186404014346E+17

1.98923712206353E+16

2.42518151554066E+16

8.97522951595928E+16

2.41312352230689E+16

1.67667571801899E+17

2.36435762423286E+16

2.79143978833012E+16

9.12481546450534E+16

2.77914867354238E+16

1.90164025867164E+17

2.79339178905215E+16

3.21305287787617E+16

9.32580535387023E+16

3.20042874339298E+16

2.1477452516993E+17

3.28130586745198E+16

3.6946910427863E+16

9.5881975352202E+16

3.68166115434776E+16



080-45-1e16-2

		T(K)		1000/T		.8eV,45meV,1e16		1.12eV,45meV,1e15		1.12eV,45meV,1e16		1.12eV,45meV,1e17		1.12eV,200meV,1e16

		10		100		53560.0935891754		16937.188743187		53560.0935890994		169371.887433626		4.69E-35

		30		33.3333333333		4422796480696.18		1397905693396.3		4422844613342.15		13988061246547		0.4230905402

		50		20		208266292895734		64387263361872.9		208230357595208		662937335044782		3248135.75103461

		70		14.2857142857		1.13E+15		314324784132272		1.13E+15		3.72E+15		3162228438.84093

		90		11.1111111111		2.80E+15		632147888740495		2.80E+15		9.90E+15		151533190275.93

		110		9.0909090909		4.71E+15		829822020550858		4.71E+15		1.84E+16		1830567201735.17

		130		7.6923076923		6.33E+15		914095552122707		6.33E+15		2.81E+16		10476230401800.7

		150		6.6666666667		7.49E+15		946858513903842		7.49E+15		3.78E+16		38157198481960.3

		170		5.8823529412		8.24E+15		959525747618179		8.24E+15		4.68E+16		103417657525666

		190		5.2631578947		8.70E+15		964002112662257		8.70E+15		5.46E+16		228275064204523

		210		4.7619047619		8.98E+15		964811187037942		8.97E+15		6.13E+16		433818559248481

		230		4.347826087		9.14E+15		963788779702853		9.14E+15		6.68E+16		735804755381617

		250		4		9.24E+15		961830000323500		9.24E+15		7.13E+16		1.14E+15

		270		3.7037037037		9.30E+15		959358300556702		9.30E+15		7.49E+16		1.65E+15

		290		3.4482758621		9.33E+15		956555097911972		9.33E+15		7.77E+16		2.24E+15

		310		3.2258064516		9.35E+15		953570094319493		9.35E+15		8.00E+16		2.90E+15

		330		3.0303030303		9.35E+15		950459739538584		9.35E+15		8.18E+16		3.59E+15

		350		2.8571428571		9.34E+15		947311345493239		9.34E+15		8.32E+16		4.28E+15

		370		2.7027027027		9.33E+15		944151437879602		9.33E+15		8.44E+16		4.96E+15

		390		2.5641025641		9.31E+15		940980422422122		9.31E+15		8.52E+16		5.58E+15

		410		2.4390243902		9.30E+15		937820333521175		9.30E+15		8.59E+16		6.15E+15

		430		2.3255813953		9.28E+15		934684994224672		9.27E+15		8.65E+16		6.64E+15

		450		2.2222222222		9.26E+15		931579540614435		9.25E+15		8.69E+16		7.06E+15

		470		2.1276595745		9.25E+15		928539430372815		9.23E+15		8.72E+16		7.41E+15

		490		2.0408163265		9.25E+15		925678124705457		9.20E+15		8.74E+16		7.70E+15

		510		1.9607843137		9.29E+15		923187308714713		9.18E+15		8.76E+16		7.93E+15

		530		1.8867924528		9.39E+15		921679986501687		9.15E+15		8.77E+16		8.11E+15

		550		1.8181818182		9.62E+15		922575389227353		9.13E+15		8.78E+16		8.26E+15

		570		1.7543859649		1.00E+16		928879819383509		9.10E+15		8.78E+16		8.37E+15

		590		1.6949152542		1.08E+16		946528744120193		9.08E+15		8.78E+16		8.46E+15

		610		1.6393442623		1.19E+16		985629752917069		9.06E+15		8.77E+16		8.54E+15

		630		1.5873015873		1.35E+16		1.06E+15		9.04E+15		8.77E+16		8.60E+15

		650		1.5384615385		1.56E+16		1.19E+15		9.04E+15		8.76E+16		8.65E+15

		670		1.4925373134		1.83E+16		1.38E+15		9.05E+15		8.75E+16		8.72E+15

		690		1.4492753623		2.17E+16		1.67E+15		9.09E+15		8.74E+16		8.80E+15

		710		1.4084507042		2.59E+16		2.05E+15		9.18E+15		8.73E+16		8.93E+15

		730		1.3698630137		3.09E+16		2.54E+15		9.35E+15		8.72E+16		9.13E+15

		750		1.3333333333		3.68E+16		3.18E+15		9.63E+15		8.71E+16		9.44E+15

		770		1.2987012987		4.37E+16		3.98E+15		1.01E+16		8.70E+16		9.90E+15

		790		1.2658227848		5.17E+16		4.96E+15		1.07E+16		8.70E+16		1.06E+16

		810		1.2345679012		6.09E+16		6.17E+15		1.16E+16		8.69E+16		1.15E+16

		830		1.2048192771		7.15E+16		7.62E+15		1.28E+16		8.70E+16		1.27E+16

		850		1.1764705882		8.34E+16		9.35E+15		1.43E+16		8.72E+16		1.42E+16

		870		1.1494252874		9.68E+16		1.14E+16		1.62E+16		8.74E+16		1.60E+16

		890		1.1235955056		1.12E+17		1.38E+16		1.84E+16		8.79E+16		1.83E+16

		910		1.0989010989		1.29E+17		1.66E+16		2.11E+16		8.87E+16		2.10E+16

		930		1.0752688172		1.47E+17		1.99E+16		2.43E+16		8.98E+16		2.41E+16

		950		1.0526315789		1.68E+17		2.36E+16		2.79E+16		9.12E+16		2.78E+16

		970		1.0309278351		1.90E+17		2.79E+16		3.21E+16		9.33E+16		3.20E+16

		990		1.0101010101		2.15E+17		3.28E+16		3.69E+16		9.59E+16		3.68E+16





080-45-1e16-2

		



.8eV,45meV,1e16

1.12eV,45meV,1e15

1.12eV,45meV,1e16

1.12eV,45meV,1e17

1.12eV,200meV,1e16





Fermi粒子の統計: スピン系の磁化率



典型金属の常磁性磁化率: Pauli常磁性
キッテル固体物理学入門 第8版磁性の種類:

・ 常磁性: 磁場 B を印加すると B 方向に 比例して磁化 M が発生する𝑴𝑴 = 𝜒𝜒𝑩𝑩
・ 反磁性: 磁場 B を印加すると B と逆方向に比例して磁化 𝑴𝑴が発生する𝑴𝑴 = −𝜒𝜒𝑩𝑩
・ 強磁性: 磁場 B を印加しなくても自発磁化 M0 があり、Bを反転させると M0 も反転する𝑴𝑴 = 𝑴𝑴𝟎𝟎 + 𝜒𝜒𝑩𝑩

磁場 B を印加下の自由電子: T << TF として f(e) = 1 (e < EF) とする
↑向きの磁気モーメント +𝜇𝜇 のスピンをもつ電子のエネルギーは 𝜇𝜇𝐵𝐵だけ安定化し、
↓向きの磁気モーメント −𝜇𝜇 のスピンをもつ電子のエネルギーは 𝜇𝜇𝐵𝐵だけ不安定化する

↑向きスピンの数 𝑁𝑁↑ = ∫0
𝐸𝐸𝐹𝐹+𝜇𝜇𝐵𝐵𝑁𝑁 𝑒𝑒 𝑑𝑑𝑑𝑑~∫0

𝐸𝐸𝐹𝐹 𝑁𝑁 𝑒𝑒 𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜇𝜇𝐵𝐵𝑁𝑁 𝐸𝐸𝐹𝐹
↓向きスピンの数 𝑁𝑁↓ = ∫0

𝐸𝐸𝐹𝐹−𝜇𝜇𝐵𝐵𝑁𝑁 𝑒𝑒 𝑑𝑑𝑑𝑑~∫0
𝐸𝐸𝐹𝐹 𝑁𝑁 𝑒𝑒 𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜇𝜇𝐵𝐵𝑁𝑁 𝐸𝐸𝐹𝐹

全磁気モーメント𝑴𝑴 = 𝝁𝝁 𝑵𝑵↑ − 𝑵𝑵↓ ~𝟐𝟐𝝁𝝁𝟐𝟐𝑵𝑵 𝑬𝑬𝑭𝑭 𝑩𝑩
電子が S = 1/2, 磁気モーメントが𝜇𝜇 = 𝑆𝑆𝜇𝜇0=1/2𝜇𝜇0であることと

𝑁𝑁 𝐸𝐸𝐹𝐹 ＝ 2𝑆𝑆 + 1 3𝑁𝑁
2𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇𝐹𝐹

から

𝑴𝑴 = 𝟑𝟑𝟑𝟑𝝁𝝁𝟎𝟎𝟐𝟐

𝟐𝟐𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻𝑭𝑭
𝑩𝑩 Pauliのスピン磁化率

説明は飛ばすが、自由電子は同時に反磁性を示す

𝑴𝑴𝑳𝑳 = − 𝟏𝟏𝑵𝑵𝝁𝝁𝟎𝟎𝟐𝟐

𝟐𝟐𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻𝑭𝑭
𝑩𝑩 Landauの反磁性スピン磁化率

𝑵𝑵 𝒆𝒆

EF

𝟐𝟐𝝁𝝁𝑩𝑩
𝑵𝑵(𝒆𝒆)



気体の熱伝導率
熱伝導率 K の定義: 熱流と温度勾配の比例係数

熱流 𝒋𝒋𝒗𝒗 = −𝑲𝑲𝒅𝒅𝒅𝒅
𝒅𝒅𝒅𝒅

K: 熱伝導率

気体の分子運動論から比熱の式を導出:
・ 粒子が局所的な温度 𝑇𝑇 + Δ𝑇𝑇の領域から 𝑇𝑇の領域に進む
・粒子は 𝑐𝑐Δ𝑇𝑇のエネルギーを放出する

𝑐𝑐 : 1粒子の比熱
・粒子の平均自由行程 𝑙𝑙𝑥𝑥 = 𝑣𝑣𝑥𝑥𝜏𝜏の両端における温度差 Δ𝑇𝑇

𝜏𝜏 : 平均散乱時間
𝑣𝑣𝑥𝑥: x 方向の速度

Δ𝑇𝑇 = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑙𝑙𝑥𝑥 = 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑣𝑣𝑥𝑥𝜏𝜏

熱流は時間当たりの熱の移動なので、粒子数 n と速度𝒗𝒗𝒙𝒙 に比例する

𝑗𝑗𝑣𝑣 = −𝑛𝑛𝑛𝑛𝑣𝑣𝑥𝑥Δ𝑇𝑇 = −𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑣𝑣𝑥𝑥2 𝜏𝜏
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −𝑛𝑛𝑛𝑛 1
3
𝑣𝑣2 𝜏𝜏 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
ここで、全比熱 𝐶𝐶 = 𝑛𝑛𝑛𝑛、平均自由行程 𝑙𝑙 = 𝑣𝑣𝜏𝜏 を使って

𝑗𝑗𝑣𝑣 = −1
3
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

熱伝導率 𝑲𝑲 = 𝟏𝟏
𝟑𝟑
𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪: 気体だけでなく、フォノン、電子ガスにも使える

キッテル固体物理学入門 第8版、丸善



電子の熱伝導率: Wiedemann-Frantzの法則
キッテル固体物理学入門 第8版、丸善

気体の熱伝導率 𝑲𝑲 = 𝟏𝟏
𝟑𝟑
𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪

𝑇𝑇 ≪ 𝑇𝑇𝐹𝐹の電子の速度はFermi速度 𝑣𝑣𝐹𝐹
電子比熱 𝑪𝑪𝑽𝑽 = 𝝅𝝅𝟐𝟐

𝟐𝟐
𝒌𝒌𝑩𝑩𝑵𝑵

𝑻𝑻
𝑻𝑻𝑭𝑭

𝐸𝐸𝐹𝐹 = 𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇𝐹𝐹 = 1
2
𝑚𝑚𝑣𝑣𝐹𝐹2

𝑲𝑲𝒆𝒆𝒆𝒆 = 1
3
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 1

3
𝜋𝜋2

2
𝑘𝑘𝐵𝐵𝑁𝑁

𝑇𝑇
𝑇𝑇𝐹𝐹
𝑣𝑣𝐹𝐹2𝜏𝜏 = 𝑵𝑵𝝅𝝅𝟐𝟐𝒌𝒌𝑩𝑩

𝟐𝟐

𝟑𝟑𝒎𝒎
𝝉𝝉𝑻𝑻

電気伝導度 𝝈𝝈 = 𝒆𝒆𝒆𝒆𝝁𝝁 = 𝒆𝒆𝟐𝟐𝒏𝒏𝝉𝝉/𝒎𝒎 (移動度 𝜇𝜇 = 𝑒𝑒𝜏𝜏/𝑚𝑚)
Wiedemann-Frantzの法則:

𝑲𝑲𝒆𝒆𝒆𝒆
𝝈𝝈

= 𝝅𝝅𝟐𝟐𝒌𝒌𝑩𝑩
𝟐𝟐

𝟑𝟑𝒆𝒆𝟐𝟐
𝑻𝑻

(非常に低温の場合を除いて)
金属の熱伝導率と電気伝導率の比は温度に比例する

𝑳𝑳 = 𝝅𝝅𝟐𝟐𝒌𝒌𝑩𝑩
𝟐𝟐

𝟑𝟑𝒆𝒆𝟐𝟐
= 𝟐𝟐.𝟒𝟒𝟒𝟒 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟖𝟖 𝐖𝐖𝛀𝛀𝐊𝐊−𝟐𝟐: Lorenz数



山崎勝義先生資料 18. 統計熱力学における古典統計と量子統計の関係
https://home.hiroshima-u.ac.jp/kyam/pages/results/monograph/



Maxwell-Boltzmann統計、正準統計 => 試験によく出る。Isingモデルなど。
1個の粒子が複数の準位を作り、そのどれか 1つの状態を取る。

Niのうち取りうる準位はN1+N2+・・・+ Ni-1だけ減少。 全粒子数の条件は未定乗数法で入る。

𝑊𝑊 = 𝑊𝑊1𝑊𝑊2𝑊𝑊3⋯ = 𝑁𝑁!
𝑁𝑁1! 𝑁𝑁−𝑁𝑁1 !

𝑵𝑵−𝑵𝑵𝟏𝟏 !
𝑁𝑁2! 𝑁𝑁−𝑁𝑁1−𝑁𝑁2 !

𝑵𝑵−𝑵𝑵𝟏𝟏−𝑵𝑵𝟐𝟐 !
𝑁𝑁3! 𝑁𝑁−𝑁𝑁1−𝑁𝑁2−𝑁𝑁3 !

⋯ = 𝑵𝑵!
𝑵𝑵𝟏𝟏!𝑵𝑵𝟐𝟐!𝑵𝑵𝟑𝟑!⋯

各種統計における粒子の可能な配置

Bose-Einstein統計
N個の粒子が作る準位のそれぞれに 0 個以上の粒子が入れる

𝑊𝑊 = 𝑊𝑊1𝑊𝑊2𝑊𝑊3⋯ = 𝑔𝑔1+𝑁𝑁1−1 !
𝑁𝑁1! 𝑔𝑔1−1 !

𝑔𝑔2+𝑁𝑁2−1 !
𝑁𝑁2! 𝑔𝑔2−1 !

𝑔𝑔3+𝑁𝑁3−1 !
𝑁𝑁3! 𝑔𝑔3−1 !

⋯ = ∏𝒊𝒊
𝒈𝒈𝒊𝒊+𝑵𝑵𝑵𝑵−𝟏𝟏 !
𝑵𝑵𝒊𝒊! 𝒈𝒈𝒊𝒊−𝟏𝟏 !

𝑬𝑬𝟏𝟏
𝑬𝑬𝟐𝟐

グループ1，𝑬𝑬𝟏𝟏, 𝒈𝒈𝟏𝟏 = 𝟖𝟖, 𝒏𝒏𝟏𝟏 = 𝟓𝟓

グループ2, 𝑬𝑬𝟐𝟐, 𝒈𝒈𝟐𝟐 = 𝟔𝟔, 𝒏𝒏𝟐𝟐 = 𝟑𝟑

縮退度 𝒈𝒈𝒊𝒊

縮退度 𝒈𝒈𝒊𝒊

グループ1，𝑬𝑬𝟏𝟏, 𝒈𝒈𝟏𝟏 = 𝟖𝟖, 𝒏𝒏𝟏𝟏 = 𝟗𝟗

グループ2，𝑬𝑬𝟐𝟐, 𝒈𝒈𝟐𝟐 = 𝟔𝟔, 𝒏𝒏𝟐𝟐 = 𝟓𝟓

Fermi-Dirac統計
N個の粒子が作る準位のそれぞれに 0 個あるいは 1 個の粒子が入れる。

N1, N2, N3・・・に制約条件は入れる必要はない。全粒子数の条件は未定乗数法で入る。

𝑊𝑊 = 𝑊𝑊1𝑊𝑊2𝑊𝑊3⋯ = 𝑔𝑔1!
𝑁𝑁1! 𝑔𝑔1−𝑁𝑁1 !

𝒈𝒈𝟐𝟐!
𝑁𝑁2! 𝑔𝑔2−𝑁𝑁2 !

𝒈𝒈𝟑𝟑!
𝑁𝑁2! 𝑔𝑔3−𝑁𝑁2 !

⋯ = ∏𝒊𝒊
𝒈𝒈𝒊𝒊!

𝑵𝑵𝒊𝒊! 𝒈𝒈𝒊𝒊−𝑵𝑵𝑵𝑵 !

𝑬𝑬𝟑𝟑



§7.2 電子相関のないFermi分布

Fermi-Dirac分布の導出

電子相関が小さい電子: 金属、伝導帯、価電子帯の電子

・ 1つの状態を占められる電子は最大 1つ
・ エネルギー Ei をもつ状態が 𝑔𝑔𝑖𝑖 個 (縮退) あり、

そのうち 𝑛𝑛𝑖𝑖個を電子が占めている

・ Ei は占有電子数 𝒏𝒏𝒊𝒊 によって変わらない

全体の配置数 𝑊𝑊 = ∏𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑖𝑖!

𝑛𝑛𝑖𝑖! 𝑔𝑔𝑖𝑖−𝑛𝑛𝑖𝑖 !
(7.11)

全粒子数、全エネルギーの制約条件から

𝒏𝒏𝒊𝒊
𝒈𝒈𝒊𝒊

= 𝟏𝟏
𝟏𝟏+𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑫𝑫−𝑬𝑬𝑭𝑭

(7.26)

グループ内の配置

グループ内の配置
𝑔𝑔𝑖𝑖 = 5,𝑛𝑛𝑖𝑖 = 4の場合

5!
4! 5 − 4 ! =

5 � 4 � 3 � 2 � 1
4 � 3 � 2 � 1 = 5

P. 151



電子相関のあるFermi分布
太田英二、坂田亮-半導体の電子物性光学、裳華房

電子相関: Ei は占有電子数 𝒏𝒏𝒊𝒊 によって変化 (一般に 𝒏𝒏𝒊𝒊 が増えると Ei は上がる)
ドナー準位: 𝑔𝑔𝑖𝑖 重に縮退しているが、電子が1つ入るとEi があがり、

2つ目以上は入れなくなる

・中性ドナー は𝑔𝑔D0に縮退し、 ND
0 = ND – ND

+ 個の電子が占めており、

イオン化ドナーは𝑔𝑔D+に縮退し、 ND
+ = ND – ND

0 個の状態が残っている

ドナー準位の配置数 𝑊𝑊𝐷𝐷 = 𝑁𝑁𝐷𝐷!
𝑁𝑁𝐷𝐷0! 𝑁𝑁𝐷𝐷−𝑁𝑁𝐷𝐷+ !

𝑔𝑔D0𝑁𝑁𝐷𝐷
0
𝑔𝑔D+𝑁𝑁𝐷𝐷−𝑁𝑁𝐷𝐷

0

𝑵𝑵𝑫𝑫𝟎𝟎

𝑵𝑵𝑫𝑫
= 𝒇𝒇𝑫𝑫 𝑬𝑬𝑫𝑫 = 𝟏𝟏

𝒈𝒈𝑫𝑫𝟎𝟎
𝒈𝒈𝑫𝑫+

𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑫𝑫−𝑬𝑬𝑭𝑭 +𝟏𝟏

アクセプター準位: 𝑵𝑵𝑨𝑨−

𝑵𝑵𝑨𝑨
= 𝒇𝒇𝑨𝑨 𝑬𝑬𝑨𝑨 = 𝟏𝟏

𝒈𝒈𝑨𝑨𝟎𝟎
𝒈𝒈𝑨𝑨−

𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑨𝑨−𝑬𝑬𝑭𝑭 +𝟏𝟏

𝑵𝑵𝑨𝑨𝟎𝟎

𝑵𝑵𝑨𝑨
= 𝟏𝟏

𝒈𝒈𝑨𝑨−
𝒈𝒈𝑨𝑨𝟎𝟎

𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 𝜷𝜷 𝑬𝑬𝑭𝑭−𝑬𝑬𝑨𝑨 +𝟏𝟏

縮退度はドナーやアクセプターの軌道によって変わる: Si中のPやBの例:
中性ドナーでは ↑, ↓ スピンの2つの状態のうち1つだけを電子が 占めているので 𝑔𝑔𝐷𝐷𝐷 = 2, 

イオン化すると占有電子数が 0 になるので 𝑔𝑔𝐷𝐷+ = 1
イオン化アクセプターではすべてを電子が占有しているので 𝑔𝑔𝐴𝐴− = 1, 𝑔𝑔𝐴𝐴0 = 2
Siの価電子帯上端のように、さらにバンドが 2つ縮退していると𝑔𝑔𝐴𝐴0 = 4



§5.8 イジング模型: 2準位モデル (古典論)
P. 119

Ising model: 分極系の簡単化されたモデル

・ 結晶の格子点に古典的なスピンが存在

・ それぞれのスピンは独立

・ それぞれのスピンが +𝛍𝛍 と −𝛍𝛍の磁気モーメントを

もつ状態のいずれかをとる

=> 粒子数 N = 1 固定、温度 T での統計平均: 正準集合

𝑬𝑬𝒊𝒊 をとる確率 : 𝒑𝒑𝒊𝒊 = 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 −𝜷𝜷𝑬𝑬𝒊𝒊
∑𝒊𝒊 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 −𝜷𝜷𝑬𝑬𝒊𝒊

(6.7)

物性 P の平均: 𝑷𝑷 = ∑𝒊𝒊 𝑷𝑷𝒊𝒊 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 −𝜷𝜷𝑬𝑬𝒊𝒊
∑𝒊𝒊 𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞𝐞 −𝜷𝜷𝑬𝑬𝒊𝒊

(6.8)

磁場 𝑯𝑯中のスピン 𝜇𝜇のエネルギー: 𝑈𝑈 = 𝜇𝜇𝐻𝐻
スピン状態 ±𝜇𝜇 を取る確率 (𝑬𝑬𝟏𝟏 = −𝜇𝜇𝐵𝐵,𝑬𝑬𝟐𝟐 = 𝜇𝜇𝐵𝐵)

𝑃𝑃± = 𝑒𝑒±𝛽𝛽𝛽𝛽𝐵𝐵

𝑒𝑒𝛽𝛽𝛽𝛽𝐵𝐵+𝑒𝑒−𝛽𝛽𝛽𝛽𝐵𝐵
(5.70)

磁気モーメントの統計平均

𝝁𝝁 = (+𝝁𝝁)𝒆𝒆𝜷𝜷𝜷𝜷𝑩𝑩+(−𝝁𝝁)𝒆𝒆−𝜷𝜷𝜷𝜷𝑩𝑩

𝒆𝒆𝜷𝜷𝜷𝜷𝑩𝑩+𝒆𝒆−𝜷𝜷𝜷𝜷𝑩𝑩
= 𝝁𝝁 𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬(𝜷𝜷𝜷𝜷𝑩𝑩)

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝜷𝜷𝜷𝜷𝑩𝑩
= 𝝁𝝁 � 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭(𝜷𝜷𝜷𝜷𝑩𝑩) (5.72)

𝜷𝜷𝜷𝜷𝑩𝑩 ≪ 𝟏𝟏のときは

𝝁𝝁 ~ 𝟏𝟏
𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻

𝝁𝝁𝟐𝟐𝑩𝑩  自由に回転できる極性気体分子: 𝑃𝑃
𝑁𝑁/𝑉𝑉

~ 1
3𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇

𝑝𝑝02𝐸𝐸

５－８図 磁場中のイジング・スピン

エネルギー
−𝜇𝜇𝐵𝐵

エネルギー
𝜇𝜇𝐵𝐵

磁場 B



量子論による分極率 (磁化率): 2準位系

量子論でのイオンや原子の磁気モーメント: 𝝁𝝁𝒂𝒂 = −𝒈𝒈𝝁𝝁𝑩𝑩𝑱𝑱
𝐽𝐽: 全角運動量量子数 (= 軌道角運動量 L + スピン角運動量 S)
磁気量子数 𝑚𝑚𝐽𝐽 = 𝐽𝐽, 𝐽𝐽 − 1,⋯− 𝐽𝐽 + 1,−𝐽𝐽

𝑔𝑔 = 1 + 𝐽𝐽 𝐽𝐽+1 +𝑆𝑆 𝑆𝑆+1 −𝐿𝐿(𝐿𝐿+1)
2𝐽𝐽(𝐽𝐽+1)

: Landeのg 因子

𝜇𝜇𝐵𝐵 = 𝑒𝑒ℏ
2𝑚𝑚

: Bohr磁子

𝐽𝐽 = 1
2

,𝑚𝑚𝐽𝐽 = 1
2

,−1
2
の2準位系の場合、𝜇𝜇 = |𝑚𝑚𝐽𝐽|𝜇𝜇𝐵𝐵 として

𝝁𝝁 = ∑ 𝝁𝝁𝒊𝒊𝒆𝒆−𝜷𝜷𝜺𝜺𝒊𝒊
∑ 𝒆𝒆−𝜷𝜷𝜺𝜺𝒊𝒊

= (−𝝁𝝁)𝒆𝒆−𝜷𝜷𝜷𝜷𝑩𝑩+(+𝝁𝝁)𝒆𝒆𝜷𝜷𝜷𝜷𝑩𝑩

𝒆𝒆−𝜷𝜷𝜷𝜷𝑩𝑩+𝒆𝒆𝜷𝜷𝜷𝜷𝑩𝑩
= 𝝁𝝁 � 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐡𝐡(𝜷𝜷𝜷𝜷𝑩𝑩) (5.72)

𝝁𝝁 = 𝝁𝝁 � 𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐭𝐡𝐡(𝜷𝜷𝜷𝜷𝑩𝑩) ~ 𝝁𝝁𝟐𝟐

𝒌𝒌𝑩𝑩𝑻𝑻
𝑩𝑩 (𝜷𝜷𝜷𝜷𝑩𝑩 ≪ 𝟏𝟏)
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