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Fundamentals of quantum mechanics, band 
theory, and first-principles calculation

量子力学、バンド理論の基礎、第一原理計算



量子力学の基礎

Schrödinger方程式と
一電子Schrödinger方程式
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・デカルト座標以外では表式が変わる場合がある
・力の概念がはっきりしない

＝＞エネルギーの方が基本的な物理概念

一般化座標

VTL −=
T: 運動エネルギー V:ポテンシャルエネルギー

一般化(正準)運動量

Newtonの運動方程式

オイラー・ラグランジの方程式



解析力学: ハミルトン方程式と交換関係

Δ𝑥𝑥 ⋅ Δ𝑝𝑝𝑥𝑥~ℎ

量子化： Heisenbergの不確定性原理

ハミルトニアン 𝐻𝐻 𝑞𝑞,𝑝𝑝, 𝑡𝑡 = ∑𝑟𝑟 𝑝𝑝𝑟𝑟𝑞̇𝑞𝑟𝑟 − 𝐿𝐿 𝑞𝑞,𝑝𝑝, 𝑡𝑡
デカルト座標 𝐻𝐻 𝑟𝑟,𝑝𝑝, 𝑡𝑡 = ∑𝑟𝑟

1
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𝑝𝑝𝑖𝑖2 + 𝑉𝑉 𝑟𝑟,𝑝𝑝

ハミルトンの運動方程式
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑟𝑟
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ポアッソン括弧 (古典的な交換関係) 𝐴𝐴,𝐵𝐵 = ∑𝑖𝑖
𝜕𝜕𝐴𝐴
𝜕𝜕𝑝𝑝𝑖𝑖
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𝜕𝜕𝑝𝑝𝑖𝑖

𝜕𝜕𝐴𝐴
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運動方程式 𝐴̇𝐴 = 𝐻𝐻,𝐴𝐴 + 𝜕𝜕𝐴𝐴
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝐴𝐴が時間に依存しなければ 𝐴̇𝐴 = 𝐻𝐻,𝐴𝐴

ixppx xx =− ˆˆˆˆ
どちらも交換関係を満たす

共役な物理量の交換関係から自然に導出される: 𝑞𝑞𝑝𝑝𝑞𝑞 − 𝑝𝑝𝑞𝑞𝑞𝑞 = 𝑞𝑞,𝑝𝑝𝑞𝑞 𝑖𝑖𝑖

A, B: 物理量
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, 𝑝̂𝑝𝑥𝑥 = 𝑝𝑝𝑥𝑥



Schrödinger方程式
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ハミルトニアン中の物理変数 (x, pなど) を演算子 (Q数) とみなし、
量子交換関係を満たすように置き換える

( ) ( ) ( ) ,,,,,,
2
1

212121
2 rrrrrr Ψ=Ψ









+∇− ∑ EV
l

l

( ) ( ) ,,,, 2121 rrrr Ψ=Ψ EH

Eは H演算子の固有値： 全エネルギー
Ψ： |Ψ |2 が電子密度分布

ixppx iixixi =− ˆˆˆˆ ,,

・ 多変数(粒子数×6)の連立偏微分方程式
・ 一般的には、解析的に解けない

Schrödinger方程式



一電子方程式

・εi: 一電子方程式の固有値
・φi: 一電子方程式の固有ベクトル

物理的意味は？

( ) ( ) ( ) ( )NN rrrr φφφ 2211=Ψ変数分離
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Schrödinger方程式
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波動関数
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全エネルギー



原子単位 (a.u.): 方程式の規格化

arr =' bEE ='

( ) ( )'''
'4

'
2 0

2
2

2

2

rr abEa
r
Z

a
e

ame

ψψ
πε

=







−∇−



( ) ( )rr ψψ
πε

E
r
Ze

me

=







−∇−

0

2
2

2

42


m102918.54 11
2

2
0 −×==
em

a
e

πε

( )
eV6.13

42 22
0

4

==
πε

emb e

( ) ( )rr ψψ E
r
Z

=



 −∇− 2

2
1

( )
eV2.27

4 22
0

4

==
πε

emb e
単位: ハートリー (Hartree)

共通単位: a.u.
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単位: ボーア(bohr)
H 1s 軌道の半径

単位: リュードベリ (Rydberg)
H 1s 軌道のエネルギー準位



(一電子) Hartree-Fock方程式
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Pauliの排他律: 電子の奇数回の入替えに対する波動関数の反対称性

Pauliの排他律を考慮した一電子Schrödinger方程式
(一電子) Hartree-Fock方程式

・交換ポテンシャルの計算が四中心積分
特に固体の計算では問題



Band theory from LCAO
(Linear Combination of Atomic Orbitals)

原子基底関数からのバンド理論



重要な近似法: 関数の一次結合

完全基底系： 任意の関数は完全基底系の関数の一次結合に展開できる
例: 任意の三次元ベクトル r は独立な基底ベクトルa, b, c を使って

r = Caa + Cbb + Ccc と表せる
例: フーリエ変換: 任意の関数 f(x) は基底関数 eikx を使って

と表せる

完全基底系で展開できない場合は、近似となる:
正確な波動関数 Ψ をある関数群 (何でもいい) un の一次結合で近似する

∑
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=Ψ
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n
nnuC

0
un: 基底関数

平面波 : Plain Wave (PW)
原子の波動関数 : Atomic Orbital (AO)
Gauss型 : Gaussian-type Orbital (GTO)
Slater型 (指数関数): Slater-type Orbital (STO)
一電子波動関数、基底状態の波動関数、など

∫= dkikxkcxf )exp()()(



原子価結合法と分子軌道法
水素分子を例に:
水素原子核: A, B
電子 : 1, 2
A,Bによる一電子波動関数: φA, φB

)2()1()2()1()1()2()2()1()2,1( 2121 BBcAAiBAcBAc cccc φφφφφφφφψ +++=
原子価結合法: 全波動関数の線形結合
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cov BABA φφφφψ ±= −
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分子軌道法: LCAOで一電子軌道𝜑𝜑𝑖𝑖(𝒓𝒓𝑖𝑖)を作ってから全波動関数を組む

一電子軌道:
𝜓𝜓(1, 2) = 𝜑𝜑1(1)𝜑𝜑2(2)
𝜑𝜑𝑖𝑖(𝐫𝐫) = 𝑐𝑐1𝜙𝜙𝐴𝐴(𝐫𝐫) + 𝑐𝑐2𝜙𝜙(𝐫𝐫)

𝜓𝜓(1,2) = 2−1 𝜙𝜙𝐴𝐴(1) + 𝜙𝜙𝐵𝐵(1) 𝜙𝜙𝐴𝐴(2) + 𝜙𝜙𝐵𝐵(2)
= 𝟐𝟐−𝟏𝟏 𝜙𝜙𝐴𝐴(1)𝜙𝜙𝐵𝐵(2) + 𝜙𝜙𝐵𝐵(1)𝜙𝜙𝐴𝐴(2) + 𝜙𝜙𝐴𝐴(1)𝜙𝜙𝐴𝐴(2) + 𝜙𝜙𝐵𝐵(1)𝜙𝜙𝐵𝐵(2)

共有結合 イオン結合

共有結合 イオン結合



分子軌道法の問題

同種の原子核 A, B: 原子の基底関数 (AO) φA, φB の
一次結合 (Linear Combination: LC) (LCAO) を考える

配置間相互作用 (Configuration Interaction: CI法)
),(),(),( covcov 212121 rrrrrr ±±±± ±

+= ionioncc ψψψ

問題点: A, B が無限に離れても
イオン結合の状態が必ず50%含まれる (原子に戻らない)

)()()( rrr BBAA cc φφφ +=

[ ])()(2)( 2/1 rrr BA φφφ ±=±

𝜓𝜓(1,2) = 2−1 𝜙𝜙𝐴𝐴(1) + 𝜙𝜙𝐵𝐵(1) 𝜙𝜙𝐴𝐴(2) + 𝜙𝜙𝐵𝐵(2)
= 𝟐𝟐−𝟏𝟏 𝜙𝜙𝐴𝐴(1)𝜙𝜙𝐵𝐵(2) + 𝜙𝜙𝐵𝐵(1)𝜙𝜙𝐴𝐴(2) + 𝜙𝜙𝐴𝐴(1)𝜙𝜙𝐴𝐴(2) + 𝜙𝜙𝐵𝐵(1)𝜙𝜙𝐵𝐵(2)

共有結合 イオン結合



一次結合と変分法: Roothaan-Hall方程式
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正確な波動関数Ψを基底関数 un の一次結合で近似する

変分原理により、エネルギーの期待値を係数CnあるいはCm*で最小化

リッツの変分原理：
任意の波動関数 Ψに対するハミルトニアン H の期待値 <H> は
基底状態のエネルギー固有値 E0 よりも大きいか等しい

0|/ EHH ≥>=< ψψψψ

量子計算の方程式は多くの場合、固有値問題に帰着する



Roothaan-Hall方程式
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水素分子 H2
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nmnmS δ=重なり積分を無視
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水素分子の電子構造
真空準位=0V

1s 1s

水素原子A 水素原子B

1s σ*

1s σ電
子
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水素原子A 水素原子B
水素原子A 水素原子B

原子が近づくと・・・

結合軌道

反結合軌道
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水素分子H3
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直線状H3分子のエネルギー準位
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1種類の波動関数が周期的に
並んでいる場合の解























=













































NNs

s

s

s

c

c
c
c

c

c
c
c

hh
h

h
hh

hh







 3

2

1

3

2

1

11212

12

112

12112

12121

0
00

0
00

00

ε

ε

ε
ε

ε
環状H3分子の結果は、N個の水素原子が環状に繋がっているHN分子にそのまま拡張できる。
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1種類の波動関数が周期的に
並んでいる場合 (HN分子) の解
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#14,15 E1g –9.653 eV

k = 1/(3d)

#16,17 E2u 0.555 eV

k = 1/(2d)

#11 A2u –13.381 eV

k = 0 (Γ点)

ベンゼン(C6H6)の波動関数とBlochの定理

#18 B1g 2.978 eV

k = 1/(d)



Blochの定理
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バンド計算の方程式

𝐇𝐇(𝒌𝒌)𝐂𝐂 = 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

−
ℏ2

2𝑚𝑚
∇2 + 𝑉𝑉(𝐫𝐫) Ψ𝒌𝒌 𝐫𝐫 = 𝐸𝐸Ψ𝒌𝒌 𝐫𝐫

Ψ𝒌𝒌 𝐫𝐫 = exp( 𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋅ 𝐫𝐫)𝑢𝑢(𝐫𝐫) 𝑢𝑢 𝐫𝐫 : 結晶の周期をもつ周期関数

1
2𝑚𝑚 −𝑖𝑖𝑖∇ + ℏ𝐤𝐤 2 + 𝑉𝑉(𝐫𝐫) 𝑢𝑢 𝐫𝐫 = 𝐻𝐻𝒌𝒌𝑢𝑢 𝐫𝐫 = 𝐸𝐸𝑢𝑢 𝐫𝐫

基底関数で展開: 𝑢𝑢 𝐫𝐫 = ∑𝑖𝑖 𝐶𝐶𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖 𝐫𝐫

∑𝒋𝒋 𝒖𝒖𝒊𝒊 𝑯𝑯𝒌𝒌 𝒖𝒖𝒋𝒋 𝑪𝑪𝒋𝒋 − 𝑬𝑬∑𝒋𝒋 𝒖𝒖𝒊𝒊|𝒖𝒖𝒋𝒋 𝑪𝑪𝒋𝒋 = 𝟎𝟎

𝐻𝐻11(𝒌𝒌) − 𝐸𝐸𝑆𝑆11 𝐻𝐻12(𝒌𝒌) − 𝐸𝐸𝑆𝑆12 ⋯ 𝐻𝐻1𝑛𝑛(𝒌𝒌) − 𝐸𝐸𝑆𝑆1𝑛𝑛
𝐻𝐻21(𝒌𝒌) − 𝐸𝐸𝑆𝑆21 𝐻𝐻22(𝒌𝒌) − 𝐸𝐸𝑆𝑆𝑠𝑠𝑠𝑠 𝐻𝐻2𝑛𝑛(𝒌𝒌) − 𝐸𝐸𝑆𝑆2𝑛𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝐻𝐻𝑛𝑛𝑛(𝒌𝒌) − 𝐸𝐸𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛 𝐻𝐻𝑛𝑛𝑛(𝒌𝒌) − 𝐸𝐸𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛 ⋯ 𝐻𝐻𝑛𝑛𝑛𝑛(𝒌𝒌) − 𝐸𝐸𝑆𝑆𝑛𝑛𝑛𝑛

= 0



DFTとTight-bindingのバンド構造: Siの例
NSi=2
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Bloch’s wave number, k

Blochの波数ベクトル k



XΓ

一次元水素結晶: 波数ベクトルと結晶軌道
a=0.74, b=c=14.8 Å 1/2a=0.676 Å-1

HOMO-k1 (0,0,0): 0

HOMO-k5 (0.0976): .132

HOMO-k8 (0.1707): .231

HOMO-k10 (0.21951): .297

LUMO-k15 (0.341463): .46

LUMO-k21 (0.487805): 0.66

異なる波数 k をもつ電子密度は異なる



a

b

Γ : k = (0, 0, 0)
exp(ik⋅r) = 1: どの単位格子の位相も同じ

X: k = (π /a, 0, 0) [波数単位]
(π, 0, 0)    [位相単位]
(1/2, 0, 0) [逆格子定数単位 (2π/a, 2π/b, 2π/c)]

exp(ik⋅r) = exp[iπ(nx)]: nx が奇数の時反転

Y: k = (0, 1/2, 0)
exp(ik⋅r) = exp[iπ(nx)]: ny が奇数の時反転

M: k = (1/2, 1/2, 0) 
exp(ik⋅r) = exp[iπ(nx+ny)]: nx+nyが奇数の時反転

+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ - + -

+ - + -

+ - + -

+ - + -

+ - + -

- + - +

+ - + -

- + - +

+ + + +

- - - -

+ + + +

- - - -

Blochのkベクトルの意味



a

b

∆x : k = (1/4, 0, 0) [in (2π/a, 2π/b, 2π/c)]
exp(ik⋅r) = exp[iπ(nx/2)]: a方向に4周期で位相が戻る

∆x : k = (1/3, 0, 0)
exp(ik⋅r) = exp[iπ(nx/3)]: a方向に3周期で位相が戻る

+ 1/4 - 3/4 +

+ 1/4 - 3/4 +

+ 1/3 2/3 4/3+

+ 1/3 2/3 4/3+

Blochのkベクトルの意味

Γ点 (k=0)： 結合性

BZ境界：反結合性

任意のk≠0：
1/kに比例する数(2π/ka)の
単位格子を考慮している



Blochのkベクトルの意味

Γ点 (k=0)： 結合性

BZ境界：反結合性

任意のk≠0：
1/kに比例する数(2π/ka)の
単位格子を考慮している

杉山、結晶工学スクールテキスト p. 110



Band theory from free electron 
(plain wave basis set: PW)

自由電子 (平面波基底関数) からの
バンド理論



自由電子 (空格子) バンド
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還元ゾーン表示
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kabs = 1/2

kabs = 1
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拡張ゾーン表示 2nd BZB

BZの併進対称性

BZの併進対称性

Blochの波数: kBloch
実際の波数 : kabs
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(拡がった)バンド構造は
自由電子として理解できる: Siの例

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

W L Γ X W K

10

5

0

-5

-10

E
ne

rg
y 

/ e
V

W L Γ X

( ) ( )2
2

2
2

22 hklGkKk +==
mm

E free


VASP, PBE96, Conventional cell 自由電子モデル

***
hkl cbaG lkh ++=



Schrödinger方程式の境界条件

( ) ( ) ( )xExVx
dx
d ψψ −= )(22

2

最後の変形で、x0 でΨ(x)が連続とした。

さらに、x0 で V(x) の変化が 1/h より小さければ、
h => 0 で一次微分は連続 Ψ’(x+h) = Ψ’ (x-h)

有限の井戸型ポテンシャルでは h => 0で hV0 => 0 であるから、
一次微分も x0 で連続である必要がある。

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ]
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−

両辺を x0 – h から x0 + h の範囲で積分する



バンド理論: Kronig-Penneyモデル
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の解

)exp()exp( xiBxiA ααφ −+= /2mE=α井戸内:
)exp()exp( xDxC ββφ −+= ( ) /2 0 EVm −=β障壁内:

井戸－障壁での境界条件: φ, φ’ が連続

Blochの定理: φ(x+a) = λφ(x) λ = exp(ika)
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左辺の行列の行列式が 0 になる必要がある
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bV0が一定の条件で b => 0 の近似を取ると
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Kronig-Penney方程式の解法

周期 a = 1 nm, 障壁厚さ 0.1 nm, 障壁高さ 5.0 eV
有効質量 me, k = (2π/ a)[-1/2, 1/2]
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Newton-Raphson法で
左図から求めた近似値 誤差 10-10で計算
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		E(k=-0.5)		diff						k		E						my $V0        = 5.0;     # eV

		0.049		-15.7077110595						-0.5		0.3933917296						my $a         = 10.0e-10; # m

		0.098		-12.0170028126						-0.5		1.0243786797						my $Wbarrier  = 1.0e-10; # m

		0.147		-8.8931913749						-0.5		3.4584563949						my $Wwell     = $a - $Wbarrier;

		0.196		-6.2758192466						-0.5		4.3345724739						my $m         = $me;     # kg
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境界条件例：
放出側 (i = 0) では
進行波のみが残る

A0 = 1, B0 = 0
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平面波近似: 転送行列法
𝒌𝒌𝒊𝒊 = 𝟐𝟐𝟐𝟐 𝑽𝑽𝒊𝒊 − 𝑬𝑬 /ℏ
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1枚の障壁のトンネル
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原子 (障壁) による散乱で、透過率は必ず 1 より小さい
=> 原子がたくさんあったら、透過率は 0 になる？



2枚の障壁のトンネル（QW, RTD)
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原子がたくさんあったら、透過率は 0 になる？

=> 原子 (障壁) が 2つ以上あれば、特定のエネルギーで 100% 透過する



電子と光の散乱
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多重量子井戸 (MQW) の透過: バンド
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結晶における電子の透過

・電子が結晶を透過できる (T = 1) のは、
三次元に配列した原子からの散乱波が干渉する結果

・バンド構造は、透過できる状態のみを表示

・任意の運動エネルギーにおいて状態は存在する
ただし、そのほとんどは減衰（散乱）を伴う



乱れのあるMQWの透過
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乱れのあるMQWの透過
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・ 結晶の禁制帯でも電子準位は存在
ただし 減衰状態

・ アモルファスでも固有状態はある
=> バンドは形成しないので局在化 (W << U)



乱れのある結晶における電子の透過

・背景の結晶部分は電子の透過だけに寄与するので
差分だけ考える

・乱れた構造による散乱と干渉の結果、定在波をつくる
アンダーソン局在



平面波近似: 電子は波である
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平面波近似: 転送行列法
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平面波基底
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Fourier変換
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1次元：

・無限個の平面波基底を使えれば、
どのような関数も正確に表現できる

・計算時間、メモリーの制限から、有限個の平面波だけを使う
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cut-offエネルギーが基底の精度を決める
(WIEN2kの場合: Rkmax=Min(RMT)*kcut)



平面波法
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一次結合の基底関数として平面波を使う

𝑢𝑢ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐫𝐫) = exp 𝑖𝑖𝐆𝐆𝐡𝐡𝐡𝐡𝐡𝐡 ⋅ 𝐫𝐫

波数 Ghkl の平面波は格子周期の関数の完全基底系:
すべての hkl について和を取れば、完全に正しい解になる
=> 実際の計算では |Ghkl| < Gmax (ℏ𝝎𝝎 < 𝑬𝑬𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜)の範囲で近似する

𝑢𝑢ℎ′𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝐻𝐻 𝑢𝑢ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘 = �𝑒𝑒−𝑖𝑖 𝐤𝐤+𝐆𝐆ℎ′𝑘𝑘′𝑙𝑙′ ⋅𝐫𝐫 −
ℏ2

2𝑚𝑚∇2 + 𝑉𝑉(𝐫𝐫) 𝑒𝑒𝑖𝑖 𝐤𝐤+𝐆𝐆𝑘𝑘𝑘𝑘 ⋅𝐫𝐫𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝛿𝛿ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘,ℎ′𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘
ℏ2

2𝑚𝑚 𝑘𝑘2 + 𝑉𝑉∗(𝐆𝐆ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝐆𝐆ℎ′𝑘𝑘′𝑙𝑙′)

実際の計算のほとんどがポテンシャルのフーリエ変換
=> GPUで高速化が容易



Na原子の3s動径関数 (DV-Xα法で計算)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Radius / A

Ps
i /

 a
rb

. u
ni

t

L L
kcut

π2~

必要な平面波の数: 2𝑎𝑎/𝐿𝐿 3

a ~ 0.5 nm L ~ 0.01 nm
~(2*50)3 = 1,000,000

VASP: Ecut = 400eV
L ~ 0.064 nm



必要な平面波を減らす工夫

・直交化平面波法 (OPW: Orthogonalized Plane Wave Method)
原子の内殻波動関数を使い、内殻軌道に直交する平面波を使う

・擬ポテンシャル法 (PP: Pseudo Potential Method)
原子核の静電ポテンシャルが内殻電子によって平滑化される効果を

「擬ポテンシャル」として扱うことにより、空間的変動の小さい有効ポテンシャルと
価電子軌道を取り扱う

CASTEP, VASP, PWscf

・補強された平面波法
(L/APW: Linearlized/Augumented Plane Wave Method)

原子の波動関数でよく表される領域(Muffin-Tin(MT)球)と、表せない領域に
分け、価電子軌道をMT球内の原子基底で補強された平面波で表す

WIEN2k

・原子基底の一次結合法
(LCAO: Linear Combination of Atomic Orbitals)

平面波を使わず、原子の波動関数を使う

CRYSTAL, Gaussian, Atomistic Toolkit (VNL), DV-Xα



第一原理計算と密度汎関数理論



バンド計算法全般に関する参考文献
初心者、材料学者向け
バンド構造を用いた材料開発（実践編）

神谷利夫、応用物理学会結晶工学分科会
結晶工学スクールテキスト第14版（2018年）

材料電子論入門第一原理計算の材料科学への応用
田中功、松永克志、大場史康、世古敦人共著、内田老鶴圃 (2017).

量子計算の実際
密度汎関数理論入門理論とその応用

佐々木泰造、末原茂共訳、吉岡書店 (2014).
量子計算の物理的基礎
固体電子構造論密度汎関数理論から電子相関まで

藤原毅夫著、内田老鶴圃 (2015)
物質の電子状態

R.M. マーチン著、寺倉清之、寺倉郁子、善甫康成訳、 Springer Japan (2010).
密度汎関数法の基礎
常田貴夫著、講談社 (2012).



特定の計算法・プログラムの参考文献

・第一原理シミュレータ入門 －PHASE ＆ CIAO－
山本武範、濱田智之、山崎 隆浩、 岡本政邦
アドバンスソフト発行、2004年初版

・固体の中の電子 WIEN2k 入門追加版
和光システム研究所、2006

・(Xα – APW) スレーター分子軌道計算
菅野暁、足立裕彦、塚田捷、東京大学出版会 1982

・(LAPW) Planewaves, pseudopotentials, and the LAPW Method
Ed. David J. Singh, Lars Nordstrom, Springer, 2006
・(CRYSTAL) Hartree-Fock ab inito treatment of crystalline solids
C. Pisani, R. Dovesi, C. Roetti, Springer, 1988
・The LMTO Method 

H.L. Skriver, Springer, 1984
・(Tight-Binding) 固体の電子構造と物性

W.A. ハリソン、現代工学社、1980



第一原理計算とは

広義：
経験的パラメータを用いずに、
物理の基礎方程式から
望まれる計算結果を出力する

量子計算:
原子配列のみの入力から、
量子方程式に基づいて
精度の高い全エネルギーを出力する

 半経験法 (Tight-binding法)



全エネルギーから何が計算できるか
第一原理計算: 全エネルギー E を精度良く計算できる

=> 原理的に、すべての物性が計算できる

・ 安定構造: E が最小になる格子定数、原子座標を求める

・ 電子準位 (バンド構造): 𝑒𝑒𝑖𝑖(𝒌𝒌) = 𝐸𝐸 𝑛𝑛𝒌𝒌,𝑖𝑖 − 𝐸𝐸(𝑛𝑛𝒌𝒌,𝑖𝑖 − 1)
・ 弾性率テンソル

𝑈𝑈 = 𝑈𝑈0 + 1
2
∑𝑖𝑖,𝑗𝑗,𝑘𝑘,𝑙𝑙 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘 歪 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 を与えて U(𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖) を計算

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑𝑘𝑘,𝑙𝑙 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘 歪 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 を与えて応力𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 を計算

・ 誘電率テンソル

𝑈𝑈 = 𝑈𝑈0 + 1
2
∑𝑖𝑖,𝑗𝑗 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝐸𝐸𝑖𝑖𝐸𝐸𝑗𝑗 電場 𝐸𝐸𝑖𝑖 を与えてU(𝐸𝐸𝑖𝑖)を計算

𝐷𝐷𝑖𝑖 = 𝜀𝜀0 + 𝑃𝑃𝑖𝑖 = ∑𝑗𝑗 𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖𝐸𝐸𝑗𝑗 分極 𝑃𝑃𝑖𝑖 はBerry位相から計算

エネルギー関数 U:
0 K, 定積: 内部エネルギー E (DFTの全エネルギー)
0 K, 定圧: エンタルピー H = U + PV
>0 K, 定積: Helmholzの自由エネルギー

F = U + Felectron + Fphonon

電子の状態密度 フォノン状態密度

から計算 から計算



量子計算(第一原理計算)で何ができるか
1. 原子・電子の状態の可視化 (9章)

・電子準位、波動関数、電子分布（電子の伝導路、欠陥）、など

2. 精度の高い全エネルギー計算を行える
・安定な構造（構造解析結果の確認、計算モデルの確認） (13,14章, 付録4b)
・実験で決めるのが難しい構造（アモルファス、混晶、水素） (付録6b)
・生成エネルギーなど (12章)
・与えられたフェルミ準位で安定な欠陥やドーパントの状態がわかる
想定した欠陥種の範囲内での平衡フェルミ準位がわかる (付録4a)

3. 電子構造の定量的計算
バンド構造 (5章)
・直接遷移か間接遷移か、許容遷移か禁制遷移か (6章)
・光学スペクトル (屈折率、吸収係数) (11章)
・キャリア輸送特性 (有効質量, フェルミエネルギー, 状態密度) (7,8章)

電子伝導度、電子比熱、熱電係数
・化学結合性状に関する定性的な知見 (8章)
共有結合性、投影(部分)状態密度

スピン:  スピン配置、スピン配列、自発分極など (付録8)
4. 電子－格子結合系の物性 (付録2f, 付録2g)

弾性率、誘電率 (Bery位相)、圧電定数など

フォノン分散、赤外／ラマンスペクトル



量子理論の基本と定式化のバリエーション
古典論と量子論の違い:
プランク定数 h = 6.626×10-34 Js を無視できるか、できないか
共役な物理量 q, pq の交換関係 [q, pq] = qpq – pqq = ih/2π

(古典力学、直交座標系では、px = dx/dt。 一般的な導出については解析力学を参照)
=> Heisenbergの不確定性関係が導出される

定式化: どの定式化を使っても良い。問題によって解の容易さに違いがある

１．Heisenbergの行列力学: 行列方程式 (参考: 朝永振一郎量子力学I）
固有値 (固有エネルギー)、固有状態 (線形代数的ベクトル) が得られる。

２．波動力学 (Schrödinger方程式): 微分方程式
古典的なHamiltonianに、物理量の交換関係を導入 (第一量子化)。
固有値 (固有エネルギー)、固有状態 (関数空間のベクトル、場) が得られる。

３．第二量子化 (場の量子論): 非可換代数方程式
場を量子論的な交換関係を満たすように量子化
固有値 (固有エネルギー)、
固有状態 (状態ベクトル∏𝑞𝑞 �𝑎𝑎𝑞𝑞

† ⟩|0 : 真空 ⟩|0 に生成演算子 �𝑎𝑎𝑞𝑞
† を作用)

４．密度汎関数理論: Hohenberg-Kohnの定理
数学的定理: すべての物理量を電子密度 ρ(r) の汎関数として扱える
一般にSchrödinger方程式類似の一電子微分方程式として扱う (Kohn-Sham方程式)



すべての物性を計算できるプログラムは無い

「第一原理計算」であれば、同様の精度は出るはず
=> 必要な機能を持つ複数のプログラムを

組み合わせて使えばいい

例：

1. 安定構造、電子構造: 計算が早いVASP
2. 内殻準位、X線吸収:

内殻を計算できる全電子法 Wien2k
3. COOP/COHP : LOBSTER
4. フォノン分散 : Phonopy
5. ラマン散乱強度 : raman-sc
6. キャリア輸送特性 : BoltzTraP



密度汎関数理論 (Density Function Theory: DFT)

Hohenberg-Kohnの定理

・簡単に電子相関を取り込める => 多体問題に適している
・形式的に、「交換相互作用」と「電子相関相互作用」の両方とも、
全電子密度の汎関数として厳密に扱える

・ ただし、汎関数の形を通して近似が入る
・実際の電子密度を再現する一電子系を解く問題に還元する

１．外部ポテンシャルVext(r)中で相互作用しあう電子ガスについて、
全電子密度ρ(r) が与えられると、Vext(r)は一意的に決まる。

２．全エネルギーはρ(r)の汎関数 E[ρ(r)] で与えられ、
最小のE[ρ(r)] を与える ρ(r) が基底状態の電子密度



一電子方程式: Kohn-Sham方程式
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自由電子一つの系ではSchrödinger方程式に一致
Vxc: 別に形を仮定する必要がある： DFTの仮定
𝝓𝝓 𝒓𝒓 , 𝛆𝛆の物理的意味は？



Schrödinger方程式と密度汎関数理論
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Hartree-Fock (HF) 方程式 (一電子Schrödinger方程式)

Kohn-Sham方程式 (密度汎関数法, DFT: Density Functional Theory) 

• 数式表現は似ている
・Schrödinger方程式:

1. 古典的なハミルトニアンを量子化
2. 各電子の座標 rl に関する方程式
3. (HF近似) エネルギー固有値 はイオン化ポテンシャル

・密度汎関数法:
1. Hohenberg-Kohn定理（電子密度で系の基底状態が決まる)
2. 空間座標 r （電子密度 ρ(r)の汎関数）だけに依存。
3. エネルギー固有値は軌道の化学ポテンシャル



「固有値」 εiの意味: 何の電子準位？

・Hartree-Fock法： Koopmansの定理
電子軌道から電子1個を抜き取るエネルギー

𝜀𝜀𝑖𝑖 = 𝐸𝐸(𝑛𝑛𝑖𝑖) − 𝐸𝐸(𝑛𝑛𝑖𝑖 − 1)
・イオン化ポテンシャルに対応

原理的には光電子分光の結合エネルギーに対応
実際にはかなり深くなる

・密度汎関数法： Janakの定理

𝜀𝜀𝑖𝑖 = 𝜕𝜕𝐸𝐸
𝜕𝜕𝑛𝑛𝑖𝑖

・化学ポテンシャルに対応
光電子分光の結合エネルギーより浅くなる



Zn基酸化物のXPSとDOS

EFより測ったZn 3d 準位
XPS : -11 eV
DFT(PBE96) : -8 eV

Binding energy / eV

光電子スペクトル (XPS)
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DFTの過小評価問題
・ バンドギャップ
・ 内殻準位
・ 真空準位



How to understand band structure

バンド構造の読み方



電
子
の
エ
ネ
ル
ギ
ー

非占有軌道
伝導帯
仮想軌道 (virtual states)

経験的に伝導帯をよく表す

• 縦軸は電子のエネルギーを表す
下へ行くほど電子は安定

• 特に明記されていない場合、
フェルミエネルギーを原点にとっている

被占有軌道
価電子帯
実軌道 (real states)

Si (WIEN2k, PBE96)

• 電子は線で描かれたエネルギーをとる

バンド構造の読み方

波数ベクトル



バンド構造の読み方

1. 横軸は波数ベクトル k を表す。
大雑把には、
kを電子の運動量が進む方向とみなせる。

k = (0, 0, 0)
k = (1/2, 0, 0)

波数ベクトル

Newton力学： 𝑬𝑬 = 𝒎𝒎
𝟐𝟐
𝒗𝒗𝟐𝟐 + 𝑽𝑽 = 𝑷𝑷𝟐𝟐

𝟐𝟐𝟐𝟐
+ 𝑽𝑽

量子力学： 𝑬𝑬 = ℏ𝟐𝟐

𝟐𝟐
𝒌𝒌𝟐𝟐 + 𝑽𝑽

𝐏𝐏 → ℏ𝒌𝒌

波数ベクトルとは・・・

( )∑ −⋅⋅=
j

jjjkl ui )(exp rrrkφ

バンド理論 (Blochの定理)

𝒌𝒌: Blochの波数ベクトル
ℏ𝒌𝒌: 結晶運動量

注意: 移動方向 (速度) は、m < 0 の場合は
–k 方向になる



バンド構造の読み方
対称性の高いk点だけが描かれている。
W, L, Γ, X, Kは逆空間における

対称性の高い点
データベースなどで調べられる。
単純格子 (FCCの場合は座標が異なる)
Γ点: k = (0, 0, 0)   (単位は1/a など*)
X点: (1/2, 0, 0) * 逆格子の基本ベクトル

Z点: (0, 0, ½)

波数ベクトル

1st BZ for FCC



対称性の高い逆格子点記号の調べ方
– Crystallographic database –

http://www.cryst.ehu.es/cryst/



杉山先生 図6 Blochのkベクトルの意味
Γ点 (k=0)： 結合性

BZ境界：反結合性

任意のk≠0：
1/kに比例する数(2π/ka)の
単位格子を考慮している

波数ベクトル k の値により、
波動関数の形は全く異なる



￥

Mg
図6-1(A) バンド構造の読み方: 金属
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自由電子理論によるバンドギャップ
Bragg反射

EF

対称性が同じバンドが交差すると
必ず分裂する

バンドが交差していることから
対称性が違うことがわかる



Si 間接遷移: 最小ギャップでの
光吸収係数が小さい

図6-1(B) バンド構造の読み方: 半導体
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Si 間接遷移: 吸収係数小さい (×厚い光発電層が必要)
再結合も遅い (〇太陽電池)
非輻射再結合が優勢になりやすい

(×LED)

図6-1(B) バンド構造の読み方: 半導体
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図6-1(C) バンド構造の読み方: 半導体
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GaAs 直接遷移型: 再結合は速い
輻射再結合が優勢になりやすい (〇LED)
伝導帯の谷構造では間接遷移 (〇太陽電池)

バンド構造の読み方: 半導体
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First-principles calculation:
Effective mass

第一原理計算: 有効質量



有効媒質近似・有効質量近似

半導体は原子がとびとびに並んでいるが・・・・
バンド理論、Blochの定理により、
バンド E(k) にある電子には周期的に並んだ原子による
散乱は受けない

・ 誘電率εの均質連続媒質と近似できる
・ 電子は有効質量 me

* と電荷 -|e| を持つ粒子と近似できる

ε、 me
*、 mh

*がわかると、
いろいろな物性値を計算できる



有効質量からどこまでわかるか (自由電子近似)
*

em
eτµ = µσ freeeN=

C
Bde

C M
h

TkmN
2/3

2

22 





=
π

有効状態密度 スピン以外の縮退のない等方的なsバンドでは、
状態密度有効質量mdeはキャリア有効質量me

*に等しい

熱速度 Tkvm Bthe 2
3

2
1 2* = */3 eBth mTkv =

フェルミ速度 CFFe EEvm −=2*

2
1 ( ) */2 eCFF mEEv −=

3/22

216
3







=∆

π
e

de

BM
g

N
m
hEバースタイン・モスシフト

(縮退半導体のEF)

( ) 2/3
32

2
de

C
C m

EE
MEN



−
=

π

状態密度 MCは等価なLUMOのk点の数。

移動度、伝導度



有効質量
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有効質量: SnO2
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Siの有効質量
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電子：

mle
* = 0.96me, mte

* = 0.09me

正孔：
lh 0.19me (等方的)
hh 0.83me (<110>) 0.26me (<100>)
分裂バンド (split off hole band)

0.14me (<110>) 0.22me (<100>)
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First-principles calculation:
Bandgap problem and functional

第一原理計算:
バンドギャップ問題と汎関数



バンドギャップの成因
1. 共有結合（等極結合）Siなど

結合、反結合軌道のエネルギー分裂

2. イオン結合（異極結合）酸化物など
イオンのエネルギー準位の違いが大きく影響

（共有結合性バンドギャップ＋イオン結合性バンドギャップ）

Si 3p
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Eg

VB

CBSi Si O2-
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波動関数 (電子密度)
Si GaAs
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VASP,PBE96



1. 共有結合（等極結合）Siなど
結合、反結合軌道のエネルギー分裂

2. イオン結合（異極結合）酸化物など
イオンのエネルギー準位の違いが大きく影響

（共有結合性バンドギャップ＋イオン結合性バンドギャップ）

3. BZ境界での干渉： Bragg反射
（ほぼ）自由な電子近似ででてくる広義のバンドギャップ
「パイエルス転移」など

4. 強電子相関系材料
DFTなどの一電子近似では再現できないバンドギャップ。
d 電子、f 電子系で重要。
LDA/GGA+U, GW近似などの「beyond DFT」

バンドギャップの成因
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密度汎関数理論:
Kohn-Sham方程式 (密度汎関数法, DFT: Density Functional Theory) 

VXCの形がわからない
=> いろいろな近似でいろいろな VXC が提案されている

汎関数: 交換汎関数と相関汎関数



汎関数: 交換汎関数と相関汎関数
L(S)DA: Local (Spin) Density Approximation

局所密度近似

非局所: r 以外の情報も考慮する ＝＞ 微分で取り入れる

GGA: Generalized Gradient Approximation
一般化密度勾配近似

Exact exchange:
Hartree-Fock交換相互作用
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局所: 一点 r だけで決まる



汎関数の種類
LDA/LSDA:

CA (Ceperley-Alder)/PZ (Perdew-Zunger) [Perdew and Zunger, 
Phys. Rev. B 23 (1981) 5048]

PW92 (Perdew-Wang 92) [J.P. Perdew and Y. Wang, Phys. Rev. 
B 45 (1992) 13244]

GGA: 
Becke88, PW91, PBE (PBE96) 
revPBE (Revised PBE) [Y. Zhang and W. Yang, Phys. Rev. 

Lett. 80 (1998) 890]
RPBE (Revised PBE) [B. Hammer, L. B. Hansen, and J. K. 

Nørskov, Phys. Rev. B 59 (1999) 7413]
PBEsol (PBE for solids) [J.P. Perdew, A. Ruzsinszky, G.I. 

Csonka, O.A. Vydrov, G.E. Scuseria, L.A. Constantin, X. 
Zhou and K. Burke, Phys. Rev. Lett. 100 (2008) 
136406] 

WC (Wu-Cohen modification of PBE) [Z. Wu and R.E. Cohen, 
Phys. Rev. B 73 (2006) 235116]
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バンドギャップ問題
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PBE LDA

バンドギャップ問題: HF近似とDFT
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よりもっともらしい
バンドギャップの計算－ beyond DFT －

(i) 配置間相互作用 (Configuration Interaction: CI)
分子軌道法 (Gaussianなど) で広く使われている
バンド計算で実行するのは難しい

バンド計算の場合
(i) 自己相互作用補正 (Self-Interaction Correction: SIC)
(ii) EE項に遮蔽パラメータを入れる方法

Screened Exchange: sX近似
(iii) HF近似とDFTが Eg の値を逆方向に間違える

=> これらを適当な割合で混合した混合汎関数 (Hybrid DFT)
(a) 実測のバンドギャップに合うようにEE項と密度汎関数を

適当な比で混合したもの。
B3PW91, B3LYPなど。混合係数が経験的に決められている。

(b) (a)に似ているが、係数が理論的に決定されている。
PBE0 や、その遮蔽版 (HSE)

(iv) GW近似 (準粒子近似)



混合汎関数: PBE0, HSE

HSE混合汎関数
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J. Chem. Phys. 105 (1996) 9982
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J. Chem. Phys 118 (2003) 8207; 124 (2006) 219906

混合パラメータ a = 1/4 
遮蔽パラメータ ω→ 0: PBE0 ω → ∞: PBE96 (GGA)

(バンドギャップが合うように調節されたりすることもある)
HSE03 : ω = 0.15
HSE06 (HSE03のERRATA): ω = 0.15/21/2 = 0.106 (HF part) 

ω = 0.15×21/3 = 0.189 (PBE part)
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バンドギャップの成因
1. 共有結合（等極結合）Siなど

結合、反結合軌道のエネルギー分裂

2. イオン結合（異極結合）酸化物など
イオンのエネルギー準位の違いが大きく影響

（共有結合性バンドギャップ＋イオン結合性バンドギャップ）

3. BZ境界での干渉： Bragg反射
（ほぼ）自由な電子近似ででてくる広義のバンドギャップ
「パイエルス転移」など

4. 強電子相関系材料
DFTなどの一電子近似では再現できないバンドギャップ。
d 電子、f 電子系で重要。
LDA/GGA+U, GW近似などの「beyond DFT」。
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汎関数, Uの効果: ZnO
VASP
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汎関数とバンドギャップの計算値
VASP
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Self-interaction correction to the local-density approximation 
in the calculation of the energy band gaps …
N. Hamada and S. Ohnishi, Phys. Rev. B 34, 9042 (1986)

LDAの誤差は
伝導帯よりも
価電子帯の方が大きい



半導体のバンドギャップの計算値
大橋直樹監修、バンドギャップエンジニアリング－高効率デバイスへの挑戦－

大場史康、第４章 半導体の物性シミュレーション (シーエムシー出版)
文献61 M. Marsman et al, J. Phys.:Condens. Matter, 20, 064201 (2008)

密度汎関数法 (GGA)
混合汎関数



半経験法(ATK-SE)による
高精度バンドギャップ計算
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C
al

cu
la

tio
n 

[e
V

]

図：バンドギャップの計算値と実験値の比較。様々な物質に対して、ATK-SEでは
実験値と同等のバンドギャップが得られる。
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Band theory from free electron 
(plain wave basis set: PW)

自由電子 (平面波基底関数) からの
バンド理論



光学スペクトル (誘電関数ε*, 吸収係数α)
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光学スペクトル: LaCuOSe
WIEN2k＋OPTICS
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In2O3の直接/関接バンドギャップ

Eind = 2.89 eV
Edir = 3.70 eV

Nature of the band gap of In2O3 revealed by first-principles calculations and x-ray spectroscopy
Aron Walsh, Juarez L.D.F.Da Silva, Su-Huai Wei, C. Korber, A. Klein, L.F.J. Piper, Alex DeMasi, Kevin E. 
Smith, G. Panaccione, P. Torelli, D.J. Payne, A. Bourlange, and R.G. Egdell
Phys. Rev. Lett. 100 (2008) 167402
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